《计算 方法 丛书 》 编 委 会 


加 K 
Aa Bt RE 
ECE 
FK 
徐 利 治 
Gat 


2 E 
ER AME Mia AX% 
李 德 元 林 群 ARR ROR 
Hae RRA RAR KAIR 


ERE 


Fr É 


自然 界 和 工程 技术 中 的 很 多 现象 ,例如 自动 控制 系统 的 运行 、 
电力 系统 的 运行 \ 飞 行 器 的 运动 ,化 学 反应 的 过 程 、 生 态 平衡 的 某 
学 问题 等 ,其 数学 模型 是 常 微分 方程 (组 ) 的 初 值 问题 .很 多 偏 微分 
方程 也 可 以 化 为 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 求 近似 解 . 一 般 说 来 , 常 
做 分 方程 (组 ) 的 数值 解法 是 比较 成 熟 的 ,理论 比较 完整 ,也 有 很 多 
方法 可 供 选 择 . 但 是 ,有 一 类 常 微分 方程 组 ,在 求 数值 解 时 遇 到 相 
当 大 的 困难 ,这 类 常 微 分 方程 组 解 的 分 量 有 的 变化 很 快 ,有 的 变化 
缕 慢 .常常 出 现 这 种 现象 ; 变化 快 的 分 量 很 快 地 趋 于 它 的 稳定 值 ， 
而 变化 慢 的 分 量 缓慢 地 趋 于 它 的 稳定 值 。 从 数值 解 的 观点 看 来 ， 
当 解 变化 快 时 应 该 用 小 步 长 积分 , 当 变化 快 的 分 量 已 趋 于 稳定 .或 
兰 说 已 没有 变化 快 的 分 量 出 现时 ,就 应 该 用 较 大 的 步 长 积分 .但 是 
理论 和 实践 都 说 明 ， 很 多 方法 ， 特 别 是 显 式 方法 的 步 长 仍 不 能 放 
大 ,否则 便 出 现 数 值 不 稳定 现象 , 即 误差 急剧 增加 ， 以 致 掩盖 了 真 
解 ,使 求解 过 程 无 法 继续 进行 ， 

常 微分 方程 组 的 这 种 性 质 叫 做 刚性 (Stiff)， 这 一 问题 近 二 十 
年 来 引起 了 很 多 计算 数学 工作 者 的 重视 ， 他 们 从 理论 上 探讨 这 类 
问题 的 实质 ,并 从 各 个 角度 寻求 适用 的 数值 解法 。 关于 刚性 已 有 
了 公认 的 数学 定义 ,也 建立 了 数值 稳定 性 和 稳定 区 域 的 概念 ,并 且 
发 表 了 大 量 数值 解法 的 论文 ,取得 了 许多 研究 成 果 , 在 这 里 特别 应 
4 FR G. Dahlquist, J. C. Butcher, C. W. Gear 等 人 ， 他 们 都 
做 了 重要 的 工作 ， 

六 十 年 代 初 ,在 我 们 的 工作 中 也 发 现 了 这 个 问题 。 我 们 和 其 
他 单位 的 闻 志 都 做 过 一 些 工作 ， 本 书 第 一 ,十 一 ,十 二 这 三 章 主 要 
是 找 们 多 年 来 在 实际 工作 中 的 一 些 经 验 的 总 结 ， 

刚性 常 微分 方程 组 数值 解法 的 研究 还 有 很 多 问题 尚 待 解 决 ， 


a L > 


非 线 竹 问题 数值 稳定 性 的 研究 刚 开 始 ,在 解 各 种 实际 问题 ,特别 是 
复杂 的 大 系统 问题 时 ,需要 有 更 适用 的 算法 ,同时 也 需要 研究 各 各 
相关 的 问题 . 

这 本 书 介绍 了 刚性 常 微分 方程 组 初 值 问题 数值 解法 的 一 些 基 
本 的 研究 成 果 和 实际 构造 算法 的 思路 ， 并 给 出 一 些 研究 和 构造 算 
法 的 背景 材料 ,以 便于 实际 解 题 的 技术 人 员 参 考 , 本 书 也 可 作为 在 
这 个 领域 开始 工作 的 计算 数学 和 数学 工作 者 的 读物 ， 

本 书 共 十 三 章 。 第 一 章 是 对 刚性 常 微分 方程 的 概念 和 常用 的 
数值 稳定 性 定义 的 总 的 叙述 ， 第 二 章 介 绍 解 刚 性 常 微分 方程 线性 
多 步 法 的 稳定 性 理论 。 这 两 章 是 阅读 本 书 的 基础 ， 第 四 章 介绍 了 
与 刚性 常 微分 方程 数值 解法 研究 有 关 的 Padé 近似 的 一 些 处 理 方 
法 和 结果 。 第 三 章 、 第 五 章 至 十 三 章 均 是 介绍 刚性 常 微分 方程 数 
值 解法 和 处 理 的 思想 . 

本 书 利 用 了 国内 外 许多 作者 的 材料 ， 审 校 者 和 出 版 社 的 同志 
也 提出 了 许多 很 好 的 意见 ,在 此 表示 感谢 。 由 于 作者 水 平 所 限 , 缺 
点 和 错误 在 所 难免 ,欢迎 读者 批评 指正 。 
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/本章 介绍 刚性 党 微分 方程 的 概念 ， 描 述 用 数值 方法 解 这 种 方 
程 时 直到 的 困难 .我 们 还 将 列 出 对 刚性 方程 的 数值 解法 进行 分 析 
时 常用 的 一 些 稳定 性 定义 ， 并 给 出 几 个 不 同学 科 中 出 现 的 刚 狂 方 
程 的 售 单 的 例子 。 最 后 叙述 稳定 性 区 域 的 计算 方法 ， 
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在 可 以 用 常 微分 方程 来 描述 的 许多 实际 的 物理 或 化 学 过 程 
中 ,往往 包含 许多 复杂 的 子 过 程 及 它们 之 间 的 相互 作用 ,其 中 有 的 
子 过 程 表现 为 快 变化 的 ,而 另 一 些 相对 来 说 是 慢 变 化 的 ,并 且 变 化 
速度 可 以 相差 非常 大 的 量 级 ， 相 应 地 ， 描 述 这 些 过 程 的 常 微分 广 
程 的 解 中 也 将 包含 快 变 分 量 和 慢 变 分 量 ， 如 果 在 一 个 过 程 中 的 快 
变 子 过 程 与 慢 变 子 过 程 的 变化 速度 相差 非常 大 ， 在 数学 上 称 这 种 
过 程 具有 刚性 (Stiff)， 而 描述 这 种 过 程 的 常 微 分 方程 称 为 刚性 广 
F. 
AA HR LEAO MIRE HE R Z BRE RBE 


ae) = Ay(t) + eC), (1.1) 
£ 


其 中 ynD = On), 2), ++ AOE 1 EALE T: 
BX ， 而 中 (7) = (pie), pt), mes ROD E CAA m EAR, 
: 是 独立 变量 ,可 看 成 是 时 间 ，4 是 m x mE, KRIE, 
EERE 4 的 Jordan 标准 型 是 对 角 和 矩阵 ,其 特征 值 为 

| 4, =a, + ibr, R=1,2,..., m, 


相应 的 特征 向 量 记 成 Sr (1.1) 的 解 有 形式 


y(t) = >) cee, + PO), (1.2) 
kas} 


假定 Reda, < 0, c=, 2,°+*, m, BCL. L) Fe Bi SIT es ERY. = 
1 一 +o fy, 有 > ce Et — 0, 则 称 > cpe AL 为 (1. ] ) 有 的 


暂 态 解 ,而 称 项 vee) 为 稳 态 解 ， 各 个 otk! 称 作 (1 1 ) 的 齐 次 方程 
组 的 解 分 量 ( 简 称 解 分 量 ). 


暂 态 解 之 ， cke At 可 以 表示 成 解 分 量 
upt) = e = ekek k=], m 
的 线性 组 合 . 实 部 OR 确定 u,(t) HY) ee EE, BD By 确定 
这 个 量 的 振荡 特性 。 对 于 一 个 稳定 系统 ， 和 从 的 实 部 a KEM 
的 .工程 上 称 量 rs 二 一 1/o JHAR, MERRER OH 


衰减 速度 。 因为 每 经 过 时 刻 To oe Bem e+ 倍 ， 即 约 f, 


一 ok 越 大 衰减 越 快 。 ce** 的 振荡 频率 为 pk/ 2<，pk 越 大 ,振荡 
mk, 一 般 u) 是 衰减 的 或 振荡 衰减 的 ,但 名 个 u) 的 衰减 
速度 之 间 的 差异 可 能 是 很 大 的 ,这 由 刚性 比 来 刻 划 . 

定义 下 EL (Lambert) 线性 系统 (1.1) 称 作 是 刚性 方程 ,如果 
有 

(i) Rel, < 0, k = 1,2,.**, m, 

(ii) + 一 ax |Rea,| / min |Rea,| >l, 


比值 r 称 作风 性 比 ， 
根据 这 个 定义 ,我 们 来 描述 刚性 方程 所 具有 的 一 些 性 质 ， 
(i) 刚性 方程 是 渐 近 稳定 的 ， 解 曲线 从 不 同 的 初 值 都 将 趋向 
于 它 的 稳 访 解 。 但 各 个 解 分 量 的 衰减 特性 是 不 同 的 ， 衰 减 快 的 称 
作 快 变 分 量 ,衰减 慢 的 称 作 慢 变 分 量 。 刚性 方程 的 解 曲线 将 很 决 
衰减 到 由 慢 变 分 量 所 确定 的 解 曲 线 上 。 例如 ,考虑 二 阶 齐 次 方程 


poy +l 4 y= 0, 
dr’ at 


它 的 解 有 形式 ye) 一 cet + cet! 其 中 cl 和 ca 是 二 个 尾音 
常数 ,由 初始 条 件 确定 , 4 和 加 是 它 的 特征 方程 的 根 , 即 


Lat +1ta, 
u : 


A, œ= 一 一 及。 


Ha> 0 很 小 时 ，y(?) 将 很 快 地 衰减 到 解 曲线 


y(z) = netr, 


KE ME Ds EAI HR AL, RRI — B RE BR , 解 曲 线 
中 的 快 变 部 分 迅速 地 衰减 到 可 忽略 的 程度 ,将 快 变 段 称 作 边 乔 层 ， 
其 所 经 历 的 时 间 记 作 rsr， 一 般 它 取 为 快 变 分 量 衰减 到 原来 的 


时 的 时 间 , 即 取 tap ~ 3/1Reh|。 另外 一 段 是 慢 变 段 ,或 称 边 


REIMHE, EH [Ret] 较 小 的 解 分 量 来 刻 划 ， 当 然 上 面 将 解 曲 
线 的 分 段 是 相对 的 ,例如 ,对 于 特征 值 为 
1,=—10, Y= l, a =l 

的 三 个 方程 的 线性 方程 组 ,对 来 说 rea 一 3 107, TM 为 来 
Wore, = 3+ 107% 

(i) 网 性 方程 组 具有 奇异 摄 动 的 性 质 。 由 于 解 曲线 中 的 快 变 
部 分 在 边界 层 内 很 快 地 衰减 掉 , 在 边界 层 外 ，(1.1) 的 解 曲线 中 所 
含 的 量 的 个 数 减少 ， 使 得 解 曲线 的 各 个 坐标 之 间 不 再 是 线性 独立 
的 ,而 存在 若干 个 代数 关系 式 ， 利 用 这 些 关系 式 ,可 以 用 低 阶 的 方 
程 组 代替 (1.1)。 为 了 说 明 这 个 性 质 , 考 虑 刚性 方程 组 


(1) 
dy — —501y® 十 500y® 
dt 
(1.3) 
(2) 
ay = 5009 — 501y™, 
dt 
它 的 解 为 
yD) == 0.5[¥P(0) — yPCO) Jet 十 0.5[Y7D(C0) 二 CO0) ce， 
yr) = —0.5[y P0) — yP(0)]e 7 + 0.5[y PCO) 


es 3 + 


+ yO) le, 
在 边界 层 外 近似 有 等 式 : 
yD) = ye), (1.4) 
利用 这 个 等 式 ,可 以 将 二 阶 方程 (1.3) 降 阶 为 微分 方程 

ay? ya 
dt 

和 代数 方程 〈1.4) 的 代数 微分 方程 组 。 这 种 性 质 在 导数 前 合 有 小 
参数 的 微分 方程 组 


ax 
H 7, = f(s, x, 1), 


dy 
FA = gt, Xy y) 
中 是 常见 的 . (15) 是 刚性 方程 最 早 的 例子 之 一 。 当 pw 一 0 时 ， 
(1.5) 的 解 将 收敛 到 退化 组 
f, x, y) 一 0 ， 


(1.5) 


2 = g(r, x,y) (1.6) 
dt 
的 解 ,可 以 利用 刚性 方程 组 的 奇异 摄 动 性 质 来 构造 计算 方法 。 
Gii) 定义 1. 1 实际 上 表明 矩阵 4 是 病态 的 。 
对 于 非 线性 系统 


如 一 y) © (1.7) 
的 刚性 性 质 可 以 按 下 面 的 方式 定义 。 令 FON € La, 5]) 为 (1.7) 
的 满足 初始 条 件 Jla) 一 yo HERR. RIER JO 的 邻 域 中 


来 考察 (1.7) 的 解 的 特性 。 在 这 个 邻 域 中 ,(1.7) 可 以 用 线性 报 动 方 
程 


fY 一 Jy — FD) + FG, FQ) 


或 者 | 
= Jay + Efa, yG) — ya] (1.8) 


来 近似 ,其 中 JO 是 在 点 IAO) 处 计算 ey) 的 Jacobi 4% 
Re Of, y)/Oy 的 值 。 如 果 Je) EKE) [a, b] 上 的 变化 充分 
小 , 则 在 这 个 区 间 上 它 可 以 用 某 一 个 固定 的 Jo RS ,to € [0,2], 
作 这 样 的 替代 后 ,(1.8) 具 有 (1.1) 的 形状 。 因 此 ,在 [a, 2] 上 (1.7) 
的 解 可 以 近似 地 表 成 

y(e) ~ FO) 十 DY cek, (1.9) 
其 中 ci 是 常数 ，% 和 5 分 别 是 J) 的 特征 值 和 相应 的 特征 
向 量 , i 一 1,.…, m。 这 样 ,只 要 在 定义 1.1 中 用 J) 的 特征 值 
代替 (1.1) 中 的 矩阵 4 的 特征 值 ,我 们 就 可 以 定义 (1.7) ER 
[a,b] 上 的 刚性 性 质 ， 这 表示 (1.7) 的 刚性 性 质 可 以 由 它 的 右 函 数 
的 Jacobi 矩阵 的 特征 值 来 定义 ,这 时 定义 1.1 中 的 刚性 比 是 依赖 于 
to 的 ,可 以 称 作 局 部 刚性 比 . 但 是 , 非 线性 微分 方程 的 解 的 相 态 是 
非常 复杂 的 ， 这 样 定义 的 刚性 比 并 不 象 对 线性 方程 那样 一 定 能 刻 
划 解 曲线 所 具有 的 性 质 。 为 了 说 明 ， 只 需 考虑 三 阶 变 系数 线性 方 
程 组 


dy = ACY, (1.10) 
dt 
其 中 当 +€ [0,1] 时 
A(t) = 
一 1 十 100cos 200r 十 100(1 — sin200#) 0 
—100(1 + sin 2002) 一 (1 十 100cos200z) 0 |, 


1200( cos 1002+ sin 1002) 1200( cos 100¢— sin 100:) 一 501 
ky eR AG) 的 特征 值 为 常 值 
一 一 501 2 =—1, h=], 
按照 上 述 刚 性 微分 方程 的 定义 ，(1.10) 在 [0, 1] 上 是 刚性 方程 组 ， 
但 实际 上 (1.10) 是 不 稳定 的 ,其 解 有 形式 
入 DC = ce cos 1002 + ce ™™ sin 1007, 
y(t) 一 —c,e sin 1002 + cze™™ cos 1002, 


yr) 一 - 2ce” 十 3ce™ tt 十 ce ON 
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常数 cu acs 由 初始 条 件 确定 。 对 于 大 多 数 工程 问题 ， 用 局 部 
Jacobi 十 阵 的 特征 值 可 以 刻 划 非 线性 常 微分 方程 的 稳定 性 ， 这 方 
面 的 结果 可 参见 秦 元 勋 的 [101 或 许 漆 庆 的 [131. 

在 实际 间 题 中 ,刚性 比 可 高 达 10: 以 上 的 量 级 。 如果" 的 量 级 
为 10, 称 作 是 临界 刚性 的 . 

刚性 方程 在 文献 中 也 称 作 病 态 方程 或 坏 条 件 方程 ， 具 有 差别 
大 的 时 间 常 数 问题 或 具有 大 的 Lipschitz 常数 的 问题 。 这 种 类 型 
的 问题 在 控制 系统 工程 ， 电 子 网 络 。 生 物 学 ， 物 理 及 化 学 动力 学 
过 程 中 经 党 过 到 。 例如 ,在 控制 系统 中 ， 控 制 部 件 一 般 反 应 灵敏 ， 
是 快 变 的 ， 具 有 小 的 时 间 常 数 ， 而 受 控 物体 一 般 惯 性 大 ， 是 慢 变 
的 ,其 有 大 的 时 间 各 数 。 对 于 宇宙 航行 中 的 运载 器 ,通常 是 通过 控 
制 部 件 来 控制 质心 的 运动 ， 姿态 运动 是 快 变 的 ， 布 质心 运动 是 名 
BAS. 在 多 成 分 的 化 学 反应 中 ,有 些 反应 速度 快 ,几乎 瞬时 就 达到 
稳定 状态 ;而 有 些 反 应 速度 慢 , 两 者 的 差别 可 以 有 好 几 个 量 级 、 对 
于 复杂 的 电子 网 络 ,由 于 不 同 的 寄生 电容 的 影响 ,时 间 常 数 也 有 很 
大 的 次 异 。 在 传 热 . 扩 散 、 分 饮 等 过 程 中 ， 把 分 布 参数 离散 化 成 集 
中 参数 而 得 到 的 常 微分 方程 组 经 常 是 刚性 方程 ， 在 $3 中 ,我 们 从 
一 些 不 同 的 学 科 选 取 几 个 例子 来 加 以 说 明 ， 

由 定义 11 可 以 看 到 ,刚性 性 质 是 数学 间 题 本 身 的 性 质 . 它 不 
依赖 于 求解 这 个 问题 的 数值 方法 。 但 是 正 是 由 于 这 个 性 质 ， 使 得 
传统 的 第 微分 方程 的 数值 积分 方法 过 到 极 大 的 困难 .为 了 克服 这 
个 转 难 、 刚 性 常 微分 方程 数值 积分 方法 的 研究 成 为 数值 方法 中 最 
活跃 的 方 癌 之 一 。 

为 了 说 明 传 统 的 数 信 方法 求解 刚性 方程 所 过 到 的 困难 ， 首 先 
把 问题 做 一 些 科 化。 BE- DRUER ARJ Jordan 标准 型 是 对 角 
矩阵 4 = diag(his las :Mn)， 即 有 mm Xz 矩阵 S, 


SAS = A, 
将 57 ERI), HE z= sly, 得 
A 一 Az + See). (1.11) 
di 


这 表示 若 考 虑 7Y HOSEA REDS z= Sty 时 ，z 的 m 个 分 
量 各 祖 足 一 个 独立 的 标量 方程 | 
izi = t + OO, (k=l, 2em), (1.12) 


WE 为 Sb) 的 第 不 个 分 量 。 而 y= sz. 
假设 ”的 初 值 ve 有 一 个 误差 Ay. 显然 人 11) 的 解 y 的 误差 
Ay 满足 方程 
dAy 
dt 
BN Ay 满足 (1.1) 的 齐 次 组 
dy 


2Y == Ay, 1.13 
了 y (1.13) 


只 是 初 值 取 Am。 同 理 可 得 误差 Ay 的 象 Az = SAVER 


dz 
——. =a Ag, 1.14 
a (1.14) 


= AAY, 


用 Euler 法 解 (1.1) 得 到 的 差分 方程 组 是 
Inst = Ya H ACAYn F Oe )). (1.15) 
假设 在 某 一 步 有 一 个 误差 ,以 后 计算 不 再 有 误差 ,考虑 和 的 误差 
Ay， 变 化 的 情况 。 不 失 一 般 性 ,假定 这 个 误差 是 初 值 y 的 误差 ， 
用 同一 个 符号 Ay RARE. EA Ay, 满足 (1.15) 的 齐 次 组 
Vas: = Ve thAY,, (1.16) 
其 初 值 是 Yom Ayo BUSA Euler 法 解 齐 次 组 (1.13) 所 得 的 差 
分 方程 组 . 
类 似 地 取 变 换 z, = Syn, (1.16) 
Zayi = Zn + AAs,, | (1.17) 
初 值 z = SAy。， 这 相当 于 用 Euler eH 1.14) 所 得 的 差分 方 
程 组 。(1.14) 的 芭 个 方程 


ai = Aye 


3 k= 1,» m, 


EREM 1.17) Rm PH RE 


fh) = zk + hlz P, Rom 1, 2,-++, m, 
也 互相 独立 ,将 上 述 的 处 理 方法 应 用 到 其 它 的 数值 积分 方法 上 ,也 
可 得 到 类 似 的 结果 。 因 此 , 研究 (1.1) 的 数值 积分 中 误差 的 变化 ， 
在 很 大 程度 上 可 以 归结 为 用 辣 一 个 方法 研究 标量 方程 初 值 | 问题 


AY 一 17y，y(0) = % (1.18) 
at 


的 解 的 性 质 ， 因 为 工程 问题 要 求 Re 二 0， 所 以 我 们 也 做 这 样 的 
假定 。 这 个 微分 方程 叫做 试验 方程 ， 许 多 计算 稳定 性 的 定义 神 以 
它 为 基础 ， 一 般 说 , 当 = 无限 增 大 时 ,误差 无 限 增加 的 数值 方法 是 
不 可 用 的 ,而 误差 趋 于 零 的 数值 方法 是 可 用 的 。 由 于 上 面 的 对 非 
线性 系统 的 线性 摄 动 理论 的 着 虑 ， 试 验方 程 对 于 误差 变化 即 计算 
稳定 性 的 研究 具有 很 广泛 的 代表 性 . 

考虑 用 固定 步 长 的 数值 方法 求解 问题 (1.18)。 令 4 二 0 为 数 
值 积 分 的 步 长 , 4 = ih, i= 0,1,-°- ARONA, VF ARR 
的 精确 解 ya) 的 近似 值 。 

定义 12 用 一 个 数值 积分 方法 以 定 步 长 4 解 试验 方程 
(1.18), 当 2->co Ih}, Ys — 0, 则 称 用 步 长 4 的 这 个 数值 积分 过 
程 为 计算 稳定 的 ,或 简称 稳定 的 , 害 则 称 为 计算 不 稳定 的 ， 

应 当 和 注意 ,这 里 定义 的 是 数值 积分 的 计算 过 程 的 稳定 性 。 4 
计算 步 难 增加 时 ,误差 的 趋势 说 明了 数值 积分 方法 的 可 用 人 性 。 这 
与 物理 上 描写 的 运动 稳定 性 是 不 同和 的 概念 ， 

设 应 用 的 数值 积分 方法 是 Euler AA WAU y; G = 
0,1, ZEA REA 

Yin = (1 + 42)Y;. (1.19) 
计算 开始 时 ,为 了 使 y 能 精确 地 近似 yn)， 从 精确 度 的 角度 机 
求 步 长 适当 的 小 ,但 是 当 |y) 已 充分 小 ,可 以 近似 地 认为 已 达 
到 (1.18) 的 稳定 状态 时 , 续 续 积分 (1.18) 就 不 必要 求 X 很 小 ， 这 时 
积分 精度 不 重要 了 ， 只 需 从 数值 积分 的 稳定 性 要 求 步 长 和 满足 不 
等 式 

l1+ hi| <1, (1.20) 


满足 不 等 式 (1.20) 的 量 4 一 h 是 复 平面 上 的 一 个 有 限 区 域 中 的 
扩 , 即 属于 以 一 1 为 中 心 ,以 1 为 半径 的 圆 的 内 部 , 见 图 1.1. 这 是 对 
步 长 的 一 个 约束 ,在 整个 数值 积分 过 程 中 ， 选 取 的 步 长 4 应 使 AA 
不 越 出 图 1.1 中 给 出 的 有 限 区 域 . 
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图 1.1 Euler 公式 的 稳定 区 域 1.2 Runge-Kutta 公式 的 稳定 区 域 
(Ag Lv) (只 画 上 平面 ) 


类 似 地 , 着 应 用 的 数值 积分 方 法 是 四 阶 显 式 Runge- Kutta FF 
法 ， 得 到 北 推 式 


Vier = | i+ Al + 7 (hay 十 = (hay + F a| Yis 


(1.21) 
MA KA 必须 满足 不 等 式 : 
£ + hà + > (hay 十 = (Aay? + = TH < 1, (1.22) 


满足 不 等 式 (1.22) 的 量 9 = hh 也 组 成 复 平面 上 的 一 个 有 限 区 域 ， 
即 图 1.2 闭 曲 线 的 内 部 . 
”将 上 述 的 有 限 区 域 分 别称 作 Euler 法 和 Runge-Kutta 方法 的 
稳定 区 域 。 对 于 一 般 的 递 推 的 数值 积分 公式 ， 我 们 引进 下 面 的 定 
定义 1.3 ”数值 积分 公式 的 稳定 区 域 R 为 集合 
R= {h| 以 固定 的 步 长 4 > 0 将 公式 应 用 到 方程 


d - 
v — AY, y(t) mR. Yos Red < 0, 


所 得 到 的 序列 {yi}, i 一 oo 时 有 y > 0}. 

除 Euer 法 和 四 阶 显 式 Runge-Kutta 公式 外 ， 一 些 其 它 的 
常用 数值 积分 公式 的 稳定 区 域 也 是 复 平面 上 的 有 限 这 域 ， 例 如 
Adams-Bashforth 公式 和 Adams-Moulton 公式 均 是 这 样 的 。 特 别 
看 1 是 负 实 数 时 ,[19] 列 出 了 步 长 4 必须 满足 的 不 等 式 ， 


Euler 公式 122 <2, 
二 点 - Adams-Bashforth 公式 lal <1, 
三 点 Adams-Bashforth 公式 ihal < 0.55, 
四 点 Adams- Bashforth 公式 (aje 0.3, 
二 成 Adams-Moulton 公式 IAA] < 2.4, 
四 上 Adams-Moulton 公式 [hal < 24/9, 
OIEA Runge-Kutta 公式 (Ad | < 2.785, 


由 此 可 以 看 到 ， 大 多 数 常用 的 传统 数值 积分 方法 所 用 的 步 长 
与 |4| 有 着 密切 的 关系 。|X| 愈 大 ,选取 的 积分 步 长 应 愈 小 ， 正 
是 由 于 这 种 现象 ， 使 得 用 传统 的 数值 积分 方法 来 求解 刚性 方程 遇 
到 极 大 的 困难 . / 

当 求 刚性 方程 (1.1) 的 数值 解 时 ,近似 解 中 将 包含 各 个 ex 的 
近似 。 这 相当 于 在 积分 (1.1) 的 同时 ,求解 m 个 标量 方程 (1.18) ,其 
中 4 分 别 取 Wh。 当 数值 积分 时 ,对 应 于 一 Re 大 的 方程 ,其 近似 
HEARD ex 将 很 快 衰减 到 可 以 忽略 的 程度 , 即 认 为 已 达到 对 
应 方程 的 稳 态 解 . 往 后 的 积分 可 以 看 成 是 求 对 应 于 一 Reak 为 小 的 
(1.18) 的 稳 态 解 。 此 时 ,(1.1) 的 数值 解 的 量 值 将 由 稳 态 解 的 近似 
和 对 应 于 一 Relx 为 小 的 方程 (1.18) 的 近似 解 来 确定 ， 若 要 积分 到 
稳 态 解 , 则 梭 分 区 间 的 长 度 的 量 级 为 1/，min (一 Relr)。 若 还 需 


要 计算 稳 态 解 的 性 态 , 则 积分 区 间 长 度 的 量 级 还 要 大 一 点 。 但 是 
不 管 每 个 暂 态 分 量 ew 的 近似 值 对 (11) 的 近似 解 是 否 起 作用 ， 
对 (1.1) 进 行 数值 积分 的 同时 必须 看 成 对 每 个 1 dy 的 (1.18) 也 
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进行 数值 求解 。 这 时 选取 的 步 长 到 > 0 仍 应 使 所 有 的 所 (k=1. 
oem) 均 在 方法 所 对 应 的 稳定 区 域 中 。 于 是 积分 步 长 将 由 


来 确定 , 步 长 的 量 级 为 1/，max (Reu). 由 上 面 的 分 析 , 对 于 


1 pitts fF 


具有 有 限 稳定 区 域 的 数值 积分 方法 ,用 固定 步 长 求 刚性 方程 (1.1) 
的 数值 解 时 ,总 的 积分 步 数 的 量 级 将 不 小 于 


max (—Red;)/ min (— Reì;), 
1 i 1 sm 


它 恰好 是 (1.1) 的 刚性 比 。 当 刚性 比 很 大 时 , 用 传统 的 数值 积分 方 
法 解 刚 性 方程 的 花费 就 太 大 了 ,有 时 其 至 是 无 法 实现 的 。 事实 上 ， 
上 述 步 长 的 选取 是 不 合理 的 ， 即 上 述 的 步 长 选取 是 由 对 解 不 起 作 
用 的 成 分 确定 的 。 正 是 为 了 克服 这 个 不 合理 性 ， 才 开创 了 刚性 方 
程 数 值 方法 的 研究 领域 . : 

定义 1. 1 是 对 方程 组 定义 刚性 性 质 ， 它 不 包含 单个 方程 的 情 
形 , 也 不 包含 方程 组 中 具有 实 部 为 零 或 实 部 为 很 小 的 正 数 的 情形 
按照 Shampine 和 Gear(1979) 的 观点 ， 若 线性 系统 (1.1) 满 足下 
述 三 个 条 件 , 则 称 作 刚 性 方程 ，(i) 矩阵 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 不 
ERKEK, (Gi) 4 至 少 有 一 个 特征 值 的 实 部 是 很 大 的 负 
数 ,( 击 ) 对 应 于 具有 最 大 负 实 部 的 特征 值 的 解 分 量变 化 是 缓慢 的 . 
这 种 定义 将 包含 上 述 的 定义 LL 所 缺少 的 情形 。 按 这 种 观点 、 当 
对 应 于 具有 最 大 人 负 实 部 的 特征 值 的 解 分 量变 化 很 快 时 ( 即 处 在 边 
弄 层 内 ), 线 性 系统 (1.1) 不 称 作 刚 性 方程 , 而 当 这 解 分 量 衰减 成 很 
小 的 量 时 才 称 作 刚 性 方程 ， 这 表示 一 个 问题 在 自 变 量 的 一 些 区 间 
中 可 以 是 刚性 问题 , 而 在 另外 一 些 区 间 中 可 以 不 是 刚性 问题 . 这 
种 提 法 反映 了 实际 计算 的 状况 。 因 在 边界 层 内 ,为 精确 地 确定 解 ， 
需要 较 小 的 步 长 ,而 在 边界 层 外 , 解 分 量 已 变 得 充分 小 ， 这 时 刚性 
性 质 才 变 成 计算 中 需要 克服 的 困难 . 

本 节 中 的 刚性 方程 的 概念 将 兼顾 这 两 种 定义 。 即 定义 1.1 和 
上 述 的 Shampine 和 Gear 的 观点 ， 
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§2 营 用 的 稳定 性 定义 


由 $1 看 出 ,用 传统 的 数值 积分 方法 求解 刚性 方程 遇 到 困难 的 
主要 原因 是 虽然 对 应 于 大 的 一 Re; WE, e 在 近似 解 中 已 不 起 
作用 ,但 由 于 稳定 区 域 是 有 限 的 , 为 保持 相应 方程 (1.18) 的 数值 
积分 的 稳定 性 , 步 长 仍 将 由 一 ReX4; 大 的 成 分 来 确定 。 鉴 于 这 一 后 ， 
希望 研究 具有 无 限 稳 定 区 域 的 方法 。 本 节 给 出 具有 无 限 稳定 区 域 
的 一 些 常 用 的 稳定 性 定义 ， 

Dahlquist (1963) 提出 4 稳定 性 的 概念 "5, 

定义 1.4 数值 积分 公式 称 作 4 稳定 的 ,如 果 这 个 公式 的 稳定 
区 域 含有 复 开 左 半 平 面 . 

用 数值 积分 公式 来 求 刚性 方程 的 数值 解 时 ， 我 们 自然 希望 它 
是 4 稳定 的 ,因为 它 表示 公式 对 任意 大 的 步 长 均 是 稳定 的 ,稳定 性 
的 要 求 对 步 长 并 未 构成 任何 限制 。、 当 大 的 一 Re 的 量 ”衰减 
到 很 小 时 ,计算 的 步 长 可 以 由 一 Re 4; 小 的 项 来 选取 .因此 每 构造 
一 个 求解 刚性 方程 的 数值 积分 公式 时 ， 首 先 应 对 其 进行 4 稳定 性 
分 析 ， 但 是 ，Dahlquist 在 引入 4 稳定 性 的 同时 , 证 明了 一 个 具有 
限制 性 的 结果 :” 显 式 的 线性 多 步 法 《包括 显 式 Runge-Kutta 方 
法 ) 不 可 能 是 4 稳定 的 ; 4 稳定 的 隐 式 线性 多 步 法 的 阶 不 能 超过 2， 
而 在 所 有 4 稳定 的 二 阶 方法 中 ， 梯 形 公式 具有 最 小 的 局 部 截断 误 
差 常数 (这 个 经 典 性 的 结果 我 们 在 第 二 章 中 给 出 )。 由 于 Dahlquist 
这 一 开创 性 结果 的 推动 ,并 是 为 了 突破 这 个 结果 的 限制 ,刚性 方程 
的 数值 方法 的 研究 主要 朝 着 两 个 方面 发 展 。 一 个 方面 是 减弱 4 稳 
定性 的 定义 ， 也 就 是 说 要 求 方法 的 稳定 区 域 不 必 包 含 整 个 开 左 半 
平面 ， 而 只 和 需 包含 左 半 平 面 的 一 部 分 。 这 样 ， 先 后 由 Widlund 
(1967) 引进 Ala) 稳定 性 ,由 Gear (1968) 引进 刚性 稳定 狂 ,由 
Cryer (1973) 引进 4 稳定 性 .构造 的 上 共有 这 些 稳定 性 性 质 的 方 
法 仍 适 合 一 大 类 刚性 问题 的 数值 求解 ， 它 们 的 最 高 精度 阶 可 以 超 
过 2 。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 叙述 这 些 稳 定性 的 定义 。 另外 一 个 发 
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展 的 方面 是 保持 4 稳定 性 的 定义 , 而 构造 数值 积分 方法 的 新 的 形 
式 , 来 突破 Dahlquist 给 出 的 限制 ， 本 书 将 在 后 面 的 章节 中 介绍 一 
些 这 方面 的 进展 . 

在 具体 求解 刚性 方程 (1.1) 时 ,特征 值 4(i = l,m) 都 是 
国定 的 ,而 在 求解 Jacobi 矩阵 f(z,y)/97y 变化 缓慢 的 非 线性 系统 
(1.7) 时 ,相应 的 矩阵 特征 值 4; 的 变化 也 是 缓慢 的 ，h4; 的 变化 区 
域 包含 在 图 1.3 的 一 组 模 形 中 .因此 ,为 了 能 有 效 地 数值 求解 ,只 
要 稳定 区 域 能 包含 这 些 模 形 就 行 了 。 为 此 ，Widlund(1967) 定义 
了 Alo) 稳定 性 六 . 


Img 


图 1.3 Ala) 稳定 性 区 域 


定义 1.5 数值 积分 公式 称 作 是 Ala) MER, a€ (0,4), 


如 果 方 法 的 稳定 区 域 包 含 A 复 平 面 上 的 集合 
hài larg(—a)| <a, ja] *0, 4> 0}. 


数值 积分 公式 称 作 是 4(0) 稳定 的 ,如 果 存在 充分 小 的 ac (0, 
Z), ARE 4(e) 稳定 的 .数值 积 分 公式 称 作 是 4 (+) 稳定 
的 ,如 果 它 对 所 有 ee (0, Z) Aa) 稳定 的 . 


4 (三 稳定 性 就 是 4 稳定 性 ， 
Cryer €1973)"9 引进 了 4。 REE. 


定义 1.6 数值 积分 公式 称 作 是 4. 稳定 的 ， 知 果 公 式 的 稳定 
Kite eS ALA. 

将 这 定义 与 定义 1.4 和 定义 1.5 相 比较 ,立即 可 以 看 出 , 4 稳 
ERA Alo) 稳定 的 公式 一 定 是 4。 WER. B 4。 稳定 的 公式 
类 包含 4 稳定 的 公式 类 和 4(c) 稳定 的 公式 类 。 通 过 详细 研究 A, 
往 定 的 公式 的 性 质 ， 将 能 够 确定 适合 于 求解 刚性 方程 的 数值 方法 
必须 具备 的 一 些 条 件 。 这 是 研究 4。 稳 定性 的 理论 意义 。 另 一 方 
面 ,许多 实际 的 刚性 问题 可 能 只 具有 实 的 特征 值 , 于 是 4。 稳 定 的 
数值 积分 公式 对 于 求解 一 些 特 殊 的 刚性 方程 是 有 效 的 . 

A4(0) 稳定 性 与 45 稳定 性 是 不 同 的 ， 事实 上 4 稳定 的 公 
ARREBA 400) 稳定 的 公式 类 ,并 且 二 者 是 不 重合 的 . 

上 上 面 的 定义 只 考虑 稳定 性 。Gear(1968) 定 义 的 刚性 稳定 性 既 
考 泄 了 稳定 性 , 叉 考 虑 了 数值 近似 的 精度 。 对 于 正 数 D,，a 和 9， 
定义 集合 

R, = {ha|Re (42) < —D}, 
R, = {44|—D < Re (44) < a, |Im(A2)| < 9}, 

定义 1.7 数值 积分 公式 称 作 是 则 性 稳定 的 ， 如 果 它 是 收敛 
的 ,并 且 存 在 正常 数 D, 0, a, 集合 R 含 在 公式 的 稳定 区 域内 ， 
而 公式 在 区 域 R 上 具有 高 的 精度 ,并 具有 相对 或 绝对 的 稳定 性 ， 

Gear 提出 这 种 定义 的 想法 是 这 样 的 。 微 分 方程 (1.1) 或 (1.7) 
的 解 中 含有 形式 为 | 的 成 分 ,用 数值 方法 以 步 长 4 积分 一 步 时 ， 
这 种 量 改 变 大 约 e 倍 , 如 果 Ah = u + iv, 则 改变 的 幅度 为 e, 
WMR u < 一 D， 则 从 量 值 上 至 少 减 少 到 原来 的 e? w. 4DE 
当 大 时 ， 在 区 域 R 中 这 种 量 的 绝对 值 将 很 快 减 小 到 可 忽略 的 程 
度 , 因 而 在 该 区 域 中 ,公式 的 积分 精度 可 少 考虑 ， 仅 需要 保证 方法 
EWER. 在 含 原点 的 区 域 R 中 ， 为 了 求 得 e| 的 比较 精确 的 
近似 值 ， 数 值 积分 公式 的 精度 和 稳定 性 均 是 需要 考虑 的 。 对 于 复 
平面 上 的 其 它 部 分 ， 在 定义 1. 7 中 未 对 公式 提出 要 求 ， 这 是 因为 
如 果 u >4 > 0， 每 积分 一 步 , 量 ce” 至少 增加 er 倍 , 从 而 必须 
选取 足够 小 的 步 长 以 便 能 够 适应 这 种 变化 ， 实 际 上 ， 是 要 选取 
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图 1.4 网 性 稳定 性 


将 AL 限 到 区 域 R 中 。 所 以 数值 积分 是 不 会 在 复 平面 的 这 部 分 
上 进行 的 。 另 外 ， 如 果 1z| > 6， 则 积分 一 步 ， 对 应 的 量 至 少 有 
0/2x 个 完整 的 振荡 周期 。 于 是 除了 不 考虑 衰减 量 精 度 的 区 域 R, 
和 和 不 用 的 区 域 x > a 外 ， 我 们 必须 比较 精确 地 描述 这 些 振 汤 。 为 
了 名 证 数值 精度 ， 每 个 周期 大 约 需 要 10 个 氮 ， 因 此 多 须 缩小 步 长 


使 数值 积分 在 lz| <O< 二 的 区 域 中 进行 ， 


上 述 表 明 , 在 实际 求解 刚性 方程 时 ,稳定 性 积 精 度 对 数值 积分 
公式 的 要 求 在 定义 1.7 中 将 能 较 好 地 反映 出 来 . 

有 时 4 稳定 性 还 不 能 完全 反映 我 们 对 求解 刚性 方程 的 数值 方 
法 的 稳定 性 要 求 。 有 一 些 方法 虽然 是 4 稳定 的 ,稳定 区 域 很 大 ,但 
可 能 出 现下 面 的 现象 : 当 >o 时 ,有 

[yorf Ys| > 1, 
其 中 {yn} 是 该 方法 用 定 步 长 解 方程 (1.18) 得 到 的 序列 ， 这 种 现 
象 使 得 在 解析 解 中 一 些 非常 快 衰减 到 零 的 量 在 数值 解 中 入 现成 组 
鳃 地 衰减 ,可 能 变 为 振荡 的 分 量 ， 例 如 用 柳 形 法 
» 15 ， 


h , , 
Ynti == Ya + 2 (Yan 十 - Vast) 


求解 方程 (1.18) 时 ,得 到 递 推 式 
Veni = OC AA) Ya, 


nen = (1+ 8) (rH) 


对 于 任何 有 Re <0 的 % 和 任何 固定 的 上 > 0, MAIO) < 
1。 因 此 当 = 一 co 时 ，》。 一 0， 所 以 梯形 法 是 4 稳定 的 。 但 十 


其 中 


| 1 
1 + -5h 

Your | : 2 
Ya tp aa 

| 2 


本 1 4 
1 十 Rel + [hal 


争 
1 一 ARe1 + 2 


4 [Rea] D0 且 天 不 太 小 时 ,yy © 1。 因 此 对 于 大 的 Rel, 
y。 显示 出 衰减 很 慢 的 振荡 。 这 表示 4 稳定 性 对 于 保证 方法 的 好 
的 性 质 并 不 是 充分 的 。 对 于 问 后 Euler 公式 


Yaşı = Yn t AV n+ 
没有 这 种 现象 。 将 其 应 用 到 (1.18 ) 时 ,得 到 


1 
Yati GO Yay 


1 — hh 
所 以 有 


Ynti 
Yn | 


Tal 
] — Ad 


_ 一 一 
1] 一 2pRel + plap ° 
因而 可 以 得 到 对 适当 大 的 A, 4 ReX 一 一 " 时 ,有 
e 16 > 


| Vines -一 0, 


Ya 
针对 上 述 现象 ,提出 了 下 述 一 些 定 义 ， 
定义 1.8 数值 积分 公式 称 作 是 无 限 稳定 的 ,如 果 下 面 的 条 件 
WE: 存在 实数 w < 0， 使 得 公式 以 定 步 长 4 > 0 应 用 到 方程 
(1.18) 得 到 的 序列 {y,} 满足 
sup [yy =o <1, 


Re(Aljy cw 


定义 1.9 数值 积分 公式 称 作 是 左 稳定 的 ( 工 稳定 的 ) ,如 朱 它 
征 志 稳定 的 ,并 且 以 定 步 长 大 > 0 应 用 到 方程 (1.18) 得 到 的 序列 
Yu} 有 递 推 式 Yari = 0(42)y,、 其 中 当 Re(h4) 一 一 品 时 有 
|0(2)| > 0. 

左 稳定 的 名 词 是 由 Ehle (1969) 引进 的 ，Axelsson (1969 ) 称 
其 为 刚性 4 稳定 ,而 Chipman(1971) 和 Axelsson (1972) 称 其 为 
w A 稳定 性 ， 

在 本 书 的 后 面 可 以 看 到 ,对 于 上 述 定义 的 每 种 稳定 性 , 均 可 以 
构造 具有 这 种 稳定 性 的 数值 积分 公式 ， 

在 文献 中 还 定义 了 其 它 的 许多 稳定 性 ,如 8 稳定 性 9, G 稳定 
MEUNI, s 稳定 性 9 等 ， 本 节 所 提出 的 几 个 稳定 性 的 定义 是 最 常用 
的 。 在 后 面 需 要 的 地 方 再 提出 其 它 的 稳定 性 的 定义 ， 


$3 一 些 刚性 方程 的 例子 
在 这 一 节 ， 我 们 从 不 同 的 应 用 领域 中 选取 一 些 刚性 方程 的 鲍 


F. 
例 1.1 在 化 学 反应 中 经 常会 遇 到 下 面 类 型 的 反应 速度 方程 


yi = 一 0.047 十 10'y,y3，, y.(0) = 1, 
y2 一 0.047 一 10*y2y, 一 3，10773， 入 (0) = 0, (1.23) 
y, = 3+ 10793, y0) = 0, 


FLY, Yay Vs 表示 反应 物 的 浓度 ， 方程 组 (1.23) 的 Jacobi Hike 
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— 0.04 10‘y, 
A= 0.04 ~—10'y,; —6- 10’y, 
0 6 - 10’y, 
容易 证 朋 , 它 是 奇异 的 .其 三 个 特征 值 由 
1, 一 10 


各 


10*y, 
— 10*y2 |. 
0 


12 + (0.04 十 1047 + 6- 10772)2 
+ (0.24 + 10y, + 6- 10"yi) = 0 
给 出 . 在 上 = 0 时 ,三 个 特征 值 是 4 一 0, 2=0, 4 一 —0.04, 
这 时 还 不 是 刚性 的 。 由 (1.23) 控 制 的 反应 过 程 将 浙 近 地 变 到 y, = 
0, y= 0, y= |。 于 是 对 于 大 的 : 值 , 4 的 三 个 特征 值 将 接近 于 


i, =0,4=—0, h = — 10. 事实 上 其 特征 值 的 变化 如 下 


Ay Aa 
z= 90 0 0 
1 一 10” 0 — 0.36 
:= 100 ð 一 0.0048 
t = 00 0 0 
它 的 刚性 比 是 很 高 的 . 


另外 一 个 反应 过 程 的 微分 方程 组 为 


yi = Y, — 1009.72, 

yi = Y, + 2y, — 1009192 一 1072， 
y3 = —y; + 100,92, 

ya = — y, + 103, 


在 开始 时 ， 它 的 Jacobi 矩阵 的 特征 值 是 一 20101， 一 98.5， 


A; 
— 0.04 
-一 2180 
一 4240 
— 10° 


y.(0) = 1, 
(0) = 1, 
y;(0) = 0, 
ys(0) = 90, 


(1.24) 


—2, 


0， 然 后 它 迅 速 地 变 成 一 200， 一 1.1 土 2.58，0， 以 后 慢 慢 地 趋向 于 
一 177, 一 1 土 0.6i, 0, 所 以 (1.24) 自 始 至 终 是 刚性 的 . 

例 1.2 在 自动 控制 系统 中 经 常会 遇 到 如 图 1.5 所 示 的 闭合 
环节 ,其 中 W) 和 WO) 均 是 P 的 有 理 分 式 ，P 为 微分 算 子 


e IQR * 


W (P ) = apy’. W(P) = \ - > 


其 中 To Ta K, 和 Ki 均 是 给 定 的 常数 。 则 输入 xi(Cz) 和 输出 


x3(t) 之 间 有 关系 式 : 
x(t) = W (PEx) + W(P). 
解 出 x(t), 得 
x2(¢) = O(P)x,(2), 
O(P) 是 图 1.5 所 示 的 环节 的 传递 函数 


B W(P) 
oF) —W(P)W,(P) 


K,(T,P + 1) 


~ (TP+ 1P + 1) — KiKi 


(1.25) 也 可 以 写成 二 阶 微分 方程 的 形式 


T T3 a 十 (T, + T) — = 十 (1 — KK;)x 


一 KT, ta) 十 K,x,(2), 


这 个 方程 的 特征 方程 是 
TT: + (T, TL + (1 ~ KK) = 0, 


= 


(1.25) 


(1.26) 


T, = 0.002, T, = 4, K = l, K, = 2? 
501 501 


时 ,其 特征 根 为 
1,= — 1000, h = —], 
因此 ,方程 (1.26) 是 刚性 方程 ,其 刚性 比 是 1000. 

例 1.3 描述 宇航 飞行 器 的 运动 轨道 的 常 微分 方程 组 是 刚 性 
方程 。 为 叙述 简单 起 见 ， 假 定 地 球 是 不 转 的 。 按 下 述 的 方式 建立 
坐标 系 : 坐标 原点 "在 发 射 点 ，ox 轴 在 过 发 射 点 的 地 平面 上 , 指 
AAI, oy 轴 由 。 点 垂直 向 上 , oz 轴 与 or 和 oy HEH, 
HAS or, oy 轴 组 成 右手 系 。 假定 飞行 器 在 ory 平面 内 运动 . 
我 们 得 到 下 面 的 经 简化 的 运动 方程 

mv =P, + C, +X, — mgsinð, 

mv = P + Cy + Xo — mecos8, (1.272) 

x = yvcos6, 

y = vsin 6, 

pe, + Ma +tM.+M,= 0, 

T6 +1,5 +65 = alp — e), 

其 中 的 记号 有 下 面 的 物理 意义 ， > 为 飞行 器 的 速度 , Po, Co, Xe 
分 别 是 推力 ,控制 力 , 气 动力 在 速度 方向 上 的 投影 ,而 Pe, Co, Xo 
分 别 是 推力 ,控制 力 ,气动 力 在 与 速度 方向 垂直 向 上 的 方向 上 的 投 
影 ,8 是 重力 加 速度 ，w 是 飞行 器 在 时 刘 上 时 的 质量 , 9 是 速度 方 
向 与 0 轴 的 夹 角 , 称 作 速 度 倾角 . 9 是 飞行 器 的 纵 轴 与 ox 轴 的 
KARERA. 5 是 控制 机 构 的 偏 角 , 称 作 舵 偏 角 ,用 以 产生 控 
制 力矩 和 控制 力 ,使 飞行 器 沿 着 规定 的 飞行 轨道 飞行 。p。 BE 
Ai, CRE 9 在 时 刻 * 应 取 的 量 值 ,由 它 确 定 飞行 器 的 飞行 轨道 . 
9 一 p: MEP Sp. 之 间 的 仿 差 .a。 是 放大 系数 , IE WAS 
飞行 器 横 轴 的 转动 惯量 。 Me, Ma, Me 分 别 是 阻尼 力矩 ， “动力 
FLAS Fill Fy FB, 

整个 方程 组 (1.27) 称 作 完 全 组 . 它 可 以 分 成 二 个 子 组 (1.274) 
和 (1.275),(1.274) 描述 飞行 器 的 质心 运动 。 当 飞 行 速度 比较 大 
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(1.275) 
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IT LD HAE LR AK, FAN CRER. (1.274) 
描述 控制 机 构 对 飞行 器 的 姿态 的 控制 运动 。 由 于 运动 的 惯性 较 
小 , 它 是 快 变 的 。z 和 a 雹 是 小 参数 , 的 量 级 为 10 ,而 r 的 
量 级 为 10” .通常 积分 (1.27a) 不 会 遇 到 困难 ,其 Jacobi 矩阵 的 特 
征 值 的 实 部 和 虞 部 的 绝对 值 很 小 。 但 是 〈1.272) WOE RARE, 
ERJ Jacobi 十 阵 的 特征 值 的 实 部 的 绝对 值 是 很 大 的 。 例如 我 们 
RZE (1.276) 的 第 二 个 方程 。 相 应 于 这 个 方程 的 特征 方程 是 
TA 十 7 十 1 一 0， 
其 根 为 


Les, 
Tı 
Ac (NERY 10 ,而 | 和 | 的 量 级 为 10 ,所 以 精确 地 积分 (127) 
需要 较 小 的 步 长 。 
由 上 面 的 分 析 , 完全 组 (1.27) 是 一 个 典型 的 刚性 微分 方程 组 ， 
它 包 含 分 别 含 快 变 分 量 和 慢 变 分 量 的 二 个 微分 方程 组 . 
为 了 有 效 地 处 理 (1.27) 的 积分 问题 ， 在 实践 中 采用 下 面 二 种 
HE. 
(i) 应 用 奇异 摄 动 的 思想 将 方程 组 (1.272) 进 行 简化 。 这 里 又 
有 有 二 种 方案 。 一 种 方案 是 只 令 f= 二 0， 于 是 (1.272) 的 第 二 个 方 
程 简化 成 
t,o +5=4,(9 — pe), (1.28) 
可 以 降低 (1.27) 的 刚性 比 ， 第 二 种 方案 是 将 (1.275) 简 化 成 代数 方 
程 组 : 
Mat Me = 0, 
| 6 = a (p — e). 
这 二 种 方案 得 到 的 计算 飞行 器 轨道 的 方程 组 均 称 作 简化 组 ， 它 们 
在 工程 实际 中 是 普遍 使 用 的 。 当 (1.27) 中 参数 的 同 断 性 小 时 ， 采 
用 第 二 方案 对 计算 的 精度 影响 很 小 。 若 间断 较 大 。 可 采用 第 一 方 


eal + 


(1.29) 


案 , 这 样 可 保持 一 定 的 暂 态 过 程 ,使 得 计算 结果 保持 连续 性 . 

Gi) 由 于 (1.27a) 和 (1.278) 具 有 不 同 的 性 质 ,并 且 具 有 一 定 的 
相对 独立 性 ， 可 以 对 它们 使 用 不 同 的 方法 进行 积分 ， 详 细 情 形 见 
第 十 一 章 . 

例 1.4 在 一 定 的 区 域 中 用 常 微分 方程 组 来 近似 偏 微分 方 各 
是 产生 刚性 方程 的 典型 例子 ， 当 将 偏 微 分 方程 的 空间 导数 用 差分 
代 蔡 ,就 得 到 常 微分 方程 组 .下 面 我 们 举 一 个 求解 非 线 性 抛物 型 人 
微分 方程 的 例子 。 考虑 非 线性 抛物 型 偏 微分 方程 的 第 一 边 值 问题 


Ou ə ( Ou) | 

一 一 一 一 一 【了 ——}, re LO, 1], «20, 
ĝt Ox (4) 3 * ! , 

u( 0,7) = 0 | 


“(1, 1) = sinz, 
(1.30) 


空间 导数 2u 等 用 中 心 差 分 近似 。 将 区 间 [0,1] 分 成 N 十 1 个 长 


度 为 Ar 的 相等 的 于 区 间 , 即 有 A= 一 十. 令 ot) 是 分 量 为 


vilt) = u(jAx, t), ;=0,1,-,N +41 
的 向 量 值 函数 ,于 是 我 们 有 初 值 问 题 


dvi _ 1 4 fap UG) — jd vi 
PA (Ary [F (wisg) igs vi) F (wig) (ei -1)]， 


y=], e. N, 


| 2(jAx), 0 <jAr<_, 
vi(0) = ] 
2(1 — jAx), y S jAr <1, 


其 中 vo = 0, Yyy 一 sint, 再 取 近 似 
F (visp) = UF (risi) + F(v;)]/2, 


e 22 ¢ 


pha ld es 


得 到 
dv _ 


了 Te Í 一 [9(z)z + O], (1.31) 
其 中 


v 一 《op Vn), KE) (0.0.. >, sin tF (vy,1))7, 


0(v) 是 三 对 角 和 矩阵 


ga gi? 0 
da G23 dn 0 
0 F33 G33 G34 
Q ( 4 ) T 3 


0 Ue , g , JN-1N 
QNN-1 NN 


Ji. = > (F(vi) + F(v;_,)), 
1 1 
Jii = > E i) — F(v;) 一 > F (e341), 


ij = (F (o) + F(v;4:)), 


方程 (1.31) ERODE, 具有 比较 宽 的 时 间 常 数 带 .对 


于 Fw) = 1 的 情形 , È an? 的 特征 值 为 


4, = —4(N + 1 )sin’ 


NT) iy ,2 ... 
当 六 比较 大 时 ,最 大 的 特征 值 为 


d= —4(N + 1)sin? — 
( )sin NN 


= AW + (sana 1) ay) 7 


Tf Bee /| BS FF TE 1 
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An = 一 4(AN + Di( sin w) > -一 4(N +1), 
2(N 十 1) 


NAR ,方程 组 (1.31) 的 刚性 比 您 大 . 
例 5 游 感 无 约束 极 小 化 问题 | 
min f(x), o i (1.32) 


其 中 f:DCR"—R! 是 在 D 上 为 连续 Fréchet WAY. DEA CS 
集 ， 包 含 满足 Vf(x*) 一 0 的 点 :*. 令 f 在 x* 处 二 次 Fréchet 可 
微 ,并 且 假 定 f'(x*) 是 正定 的 。 这 表示 +* 是 f 的 局 部 无 约束 极 
小 值 点 。 在 无 约束 极 小 化 问题 (1.32) 中 ,二 阶 导 数 f(x*) 的 条 件 
数 可 能 很 大 ,这 时 问题 称 作 病态 的 . | 
病态 的 问题 往往 是 由 于 各 个 变量 的 比例 不 同 引起 的 ， 特 别 是 
当 x 的 维 数 大 时 更 易 产生 。 有 些 病 态 的 问题 是 用 逐次 无 约束 极 小 
化 方法 来 求 具有 约束 的 问题 时 产生 的 ， 例 如 求 具有 等 式 约束 的 极 
小 化 问题 
min F (x), (1.33) 


¥( x)=) 
“RE BA PL, WAR r) = F(x) + Plig(x) 7. WC.33) 
RO ACA PNE ABE 1G RICA BIL BCT. 32) 的 求解 . 但 当 P 
很 大 时 ,这 时 的 问题 是 病态 的 . 
当 用 梯 序 法 求解 同 题 (1. 32) 时 ， 得 到 | 

kT) 一 xk. 一 Avi(et), x 给 定 ， ( 1.34) 
其 中 x 是 第 次 迭代 值 ， m rt 是 正 步 长 . (1.34) 可 以 看 成 是 积分 
微分 方程 组 | 

dz _ _ of), (0) 一 x! (1.35) 

dt . 
的 Euler FE. 为 了 求解 问题 (1.32) ,只 要 求 出 初 人 问题 (1 .35 ) 的 
解 。 当 x 接近 x” 时 ,将 (1.35) 右 边 Taylor 展开 ,得 到 


| S = — PG — 2"). + RG), (1.36) 


其 中 RO) 是 lx — e*l 的 二 阶 项 。 由 于 f(x*) 的 条 件数 大 ， 
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〈1.36) 是 刚性 常 微分 方程 
$4 稳定 区 域 的 计算 


现在 讨论 $1 中 定义 1.3 所 定义 的 稳定 区 域 的 求法 。 因为 数 
值 积分 公式 的 稳定 区 域 的 图 形 可 以 帮助 理解 这 个 公式 的 性 能 ， 

对 于 单 步 法 , 若 将 它 用 于 试验 方程 一 4y， 一 般 可 以 得 到 两 
步 闻 的 关系 的 如 下 形式 。 
| Yori = PA Yn 
因此 , 令 z= hh, 

| OES 

是 方法 的 稳定 条 件 。 z 复 平面 上 满足 稳定 条 件 的 = 形成 的 区 域 是 
这 个 方法 的 稳定 区 域 ， 

例如 Euler 法 的 稳定 条 件 是 (1.20), 其 稳定 区 域 是 以 一 1 十 0 
为 中 心 以 1 为 半径 的 图 的 内 部 ,如 图 1.1 所 示 。 : 

将 问 后 Euler 公式 

Ynti = Yn F hfnyis faa = on Yatı)» 

用 于 试验 方程 ,得 
| E | Ian = 一 AA)" Yn, 
稳定 条 件 是 。 
| l(l—2z)"| <1, 
稳定 区 域 是 以 1 + 0i 为 中 心 以 1 AFERRA. 

将 梯形 法 


Yaga = Ya © > ACfa + frai) 


用 于 试验 方程 ,得 


的 稳定 条 件 是 


设 xz 一 ac 十 好 .稳定 条 件 化 为 
(1 + > a) + Le<( - 1a) ++p, 


当 且 仅 当 a= Rez < 0 时 ,上 式 成 立 ， 所 以 梯形 法 的 稳定 区 域 是 
不 包括 虚 轴 的 整个 左 半 平 面 . / 

对 于 比较 复杂 的 单 步 法 ， 用 分 析 的 方法 不 能 完全 定 出 稳定 区 
域 时 ,可 以 借助 于 数位 计算 . 

例如 四 阶 显 式 Runge-Kutta 公式 的 稳定 条 件 是 


Iw(z)| <1. 
由 (1.22) 知 
1 1 


pl 一 1 十 z 十 一 2 十 二 3 十 一 2 
2 6 24 


因为 当 |z| > +0 Hoal to, KURER REAR. 
Al 一 1 是 封 闲 曲 线 ,我 们 叫 它 做 曲线 C. 一 般 ， 曲 线 C 将 x 
平面 分 成 若干 连通 的 区 域 ,判断 那个 区 域 属于 稳定 区 域 ,把 这 些 区 
域 合 在 一 起 就 是 稳定 区 域 ， 实 际 上 只 要 在 区 域内 检查 一 个 点 是 否 
满足 稳定 条 件 就 可 以 代表 这 个 区 域 是 否 属于 稳定 区 域 ， 这 个 事实 
用 ole) 的 连续 性 可 以 证 明 . | 

我 们 讨论 如 何 用 数值 方法 求 出 曲线 C. > 

yp(z) = e”, (1.37) 

MO<6 < 2a MH MMT 6 值 的 (1.37) 的 根 , 根 的 全 体 就 是 
曲线 C。 由 于 oG) 一 $Cx)， 所 以 只 要 取 <O, BAIA 
统 性 质 就 可 以 得 到 全 部 CMA. 

实际 计算 时 ， 取 满足 O<0<e 的 一 系列 离散 点 ， 例 如 取 
0; 一 jx/N, jij 一 0 ,1,.…, N, 对 于 每 个 9; 解 方 程 (1.37), 求 出 曲 
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线 C 于 的 四 个 点 ， 例如 可 以 用 下 山 蕉 “ 求 (1.37) 的 复 根 。 若 取得 
N 够 大 ,联接 求 出 的 根 便 得 到 曲线 c 的 近似 图 形 . 

另 一 种 方法 是 用 根 轨 迹 的 思想 ” 求 曲线 C。 将 方程 的 很 x 看 
做 O 的 通 数 ,将 方程 (1.37) 两 端 对 6 微分 ,得 


p' (z) = = ie", 
也 得 到 曲线 C 的 微分 方程 
= = ip(z)/h'(z), (1.38) 


若 知 道 一 个 初 值 ， 例 如 8 一 0 时 * 一 1， 由 数值 积分 微分 方程 
(1.38) 就 可 以 求 出 曲线 C. 
对 于 一 般 情形 ,只 要 由 (z) 0, 数值 积分 就 可 进行 。 如 果 积 
分 到 某 一 步 得 到 zz 后， (s) 一 0. 在 点 x 上 可 以 用 Taylor 展开 
的 方法 ,直接 求 对 应 于 Ab 的 Az. ZEA 2 上 
bs) = -e = p(z) = 0, pla < 0, 
 O+ AO Hl z + Az WE 37) 和 原 方程 相 减 ,得 


= p® (2) Azt 十 
kI 


Party (z) Az*t! 十 ra 
(k + Ty; 


z= eP ef 。 1), 
略 去 左 端 第 二 项 及 以 后 的 项 ， 可 以 解 出 个 Ae 的 值 。 若 认为 这 
样 求 出 的 Az 不 够 准确 ， 可 以 利用 某 种 迭代 使 Az 精确 化 。 例 如 
HAARA 
„, (PHD ~ | ef? ( fh? — D/ (g b® Cz) 


十 l PAT (gY Ag 十 ese yr 
(A+ 1)! 


当 Az 一 0 Wt ARAKI 
| | AL (gine — | <] 
RCR + 1)p Ca) Pp Ca) ” 


只 要 A 取得 评 够 小 ,这 个 条 件 就 可 满足 。 


® 27 « 


若 稳 定 区 域 的 形状 简单 , 如 四 阶 显 式 Runge-Kutta 公式 的 移 
定 区 域 ( 见 图 1.2)， 也 可 以 直接 从 定义 计算 稳定 区 域 的 图 形 , 仍 以 
四 阶 显 式 Runge-Kutta 公式 为 例 ,可 将 坐标 原点 移 到 一 1 十 0i, 做 
一 系列 过 新 原点 的 射线 ,在 射线 上 取 一 些 点 直接 计算 lelh A 
Sal 一 1 则 这 个 点 属于 稳定 区 域 , 否 则 不 属于 稳定 区 域 。 求 出 
le) 一 1， 即 属于 曲线 C 的 点 , 即 可 逐步 求 出 稳定 区 域 的 边界 
曲线 C. 

单 步 法 的 稳定 区 域 有 如 下 性 质 : 

LAT $(2)= ple), 稳定 区 域 对 实 轴 对 称 . 

2, ABH REM. bo) z = 0 应 是 ce* 的 近似 式 ,因而 
有 

| | pQ) =1 +z + 0(jz\’), 
由 此 可 知 , 原 氮 属于 曲线 C、 在 实 轴 上 原点 的 邻 域 左 边 属于 稳定 
区 域 ,右边 不 属于 稳定 区 域 。 

3, 可 以 证 明 (0) = 1, Xh (0) = 1, C138) 

dz 
dle 

Bi) aH Ae C 在 原点 与 虚 轴 相 切 . 

对 于 四 阶 显 式 Runge-Kutta 公式 ,可 以 看 出 

bE(0) = 1, & = 0,1,2,3,4, J? = 4 =), 


并 能 证 明 
dz = j dz ds = 42 = 
dO |e=0 ”d62 \e=0 d0? |6=0 dQ }ea=0 > 
a? |o= ” dO’ ° 


由 此 可 知 ,曲线 C 在 原点 与 虚 轴 相 切 ,离开 原点 后 经 过 第 一 象限 . 
并 能 算出 在 点 0 + 2W 2 i 通过 虚 轴 。 还 能 近似 地 算出 曲线 C 在 
所 一 2.785 十 02 通过 人 负 实 轴 、 
我 们 现在 讨论 线性 多 步 法 稳定 区 域 的 求法 。 设 线性 和 步 法 为 
P(E )y, = hol E )f,, . 
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这 里 
k Å 
pls) = >, ast, ols) = Dy Bist, 


E¥n = Yans MO, ROL 
将 它 应 用 于 试验 方程 y = ay, HFS Yna = en, WA 


plu) = hio(z). (1.39) 


给 定 z 一 Ad, HACI.39) BD RSA ttt, Hke wie z= WS 
值 消 数 。 方 法 的 稳定 区 域 是 使 max |u| 二 1 RXR. ME 


述 的 讨论 相似 ， 我 们 先 求 出 使 某 个 al = 1 的 x 所 形成 的 曲线 
C, RP 
C = {z| |a| = 1 Rjal = 1 Ril = 1h. 


求 曲线 C 时 不 必 解 方程 (1.39)。 由 于 (1.39) 的 特殊 形式 ,可 以 
给 出 所 有 使 iki = 1 的 & 的 值 ,算出 的 zx 值 就 形成 曲线 C。 ME 
由 (1.39) 解 出 z = Ad, BẸ 
z = p(1)/o(p), 
令 p= e?, 0S0 <x, MAK HR C. 具体 计算 时 给 0 一 系 
列 离散 值 ,如 令 OF 一 jz/N,i = 1, N, BAR URNA 
散 值 ,用 这 些 值 可 以 描 出 5C 的 近似 曲线 . 
曲线 C 将 % 复 平面 分 成 若干 连通 的 区 域 . 在 每 个 区 域内 任 选 
一 个 z 值 ,考查 它 所 确定 的 (i = 1,7, k) ERME 
max | pl <l, 
自满 足 则 这 个 区 域 属 于 稳定 区 域 , 售 则 不 属于 稳定 区 域 。 这 是 因 
为 方程 (1.39) 的 连续 性 和 在 每 个 区 域内 满足 | 好 | 二 1 的 ps 的 个 数 
AE. 反之 , 若 在 一 个 区 域内 有 了 两 点 Ale, WO le) 二 1 的 
4 的 个 数 不 同 。 在 这 个 区 域内 用 一 条 曲线 联 绪 z 和 z AH 
a, 沿 此 曲线 连续 地 变 到 xz， 时 ,对 应 z， 的 《个 pw 连续 地 变 到 对 
应 zx; 的 个 二, 这 时 必定 有 一 m, 在 某 个 点 上 使 |a) —1, 但 这 
个 点 应 该 在 曲线 C 上 ， 这 与 联结 2 和 a 的 曲线 在 区 域内 部 相 
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E. 这 个 矛盾 证 明了 在 一 个 区 域内 Lil <1 的 p 的 个 数 不 
变 ， 

在 文章 ?中 ,用 这 个 方法 算出 了 四 阶 以 内 的 Adams 公式 《内 
播 型 和 外 插 型 ) 的 稳定 区 域 , 
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第 二 章 ”线性 多 步 公式 的 稳定 性 


多 步 方法 是 利用 前 面 几 步 得 到 的 关于 常 微分 方程 解 的 信息 来 
构造 解 在 新 的 节点 上 的 近似 值 。 本 章 介绍 求解 刚性 方程 的 线性 多 
步 方 法 的 稳定 性 理论 。 与 其 它 方法 相 比 , 它 的 理论 比较 成 熟 , 并 上 且 
形成 的 概念 已 应 用 来 研究 许多 其 它 方法 的 稳定 性 . 


$1 线性 多 步 公式 


芳 碟 一 阶 东 微分 方程 组 的 初 值 问 题 
dy 


—=flt, y), y(0) =, (2.1) 
dt 


其 中 y, f 均 是 m 维 向 量 , :之 0。 设 y(z) 为 它 的 精确 解 。 + 
ta 有 01 为 yD) 在 1s 处 的 近似 从 .计算 y, 数值 
的 一 般 背 系数 的 线性 《 步 公 式 ( 简 称 义 步 公 式 ) 为 
CRIstk T Ora)stkl boots E GY, 

= AC Bhat +t Brifotrt bite + Bofa). (2.2) 
假定 oi, bis E= 0,1,2,°°- KEXAK, «0. A 是 正常 数 ， 
MAPK, fn = fUn, yj)， 如 果 给 定 计 算 的 起 始 同 量 各， 入， 
Very Wl) BY EH ZS SA (2.2 ) SEF E RITA Vio Varig? **. H f = 0 时 ， 
公式 称 为 显 式 公式 ,否则 称 为 隐 式 公式 。 关于 线性 多 步 公式 的 详 
细 理 论 可 在 Henrici [62】 中 找到 ,这 一 节 只 将 本 书 中 一 些 常 用 的 
名 词 和 结果 列 出 ， 

对 差分 方程 (2.2) ,引进 多 项 式 


k k 
pelt) = X agi, ot)= > gt (2.3) 
i=0 j=0 
MAT 


e 3f ， 


L = (E) —ADoA(E), (2.4) 
其 中 D= ddt, E 是 位 移 算 子 ,定义 成 
Ey(t) = yu +h), 或 Ey, = Yny. (2.5) 


假定 e) Moff) 无 公 因 子 。 对 于 充分 光滑 的 任意 泥 数 of), 
将 工 % HERA pe + ih) 及 其 导数 DU + ph) 在 :处 展 成 
Taylor 级 数 , 则 有 . oo E 
LPU) = copt) + chp G) 十 … t oeh pha) + -een (2.6) 
如 打 在 (2.6) 中 cg ey = ee Op = 0, 而 cen = 0, MRSA 
(2.2) 的 阶 为 p， 于 是 对 于 任意 的 了 十 1 REM OO), 
有 
Lp) ~ coh? “PEOC — 0), (2.7) 
EARI Lok) 具有 O). Z con Me SRM pa 是 无 天 
AY, ARR ol) Holl) 的 系数 。 当 了 之 1 时, 公式 (2.2) 称 
作 相 容 的 。 容 易 证 明 , 公 式 (2.2) 的 相 容 狂 由 关系 式 
p(1) = 0, PQ) =o) (2.8) 
来 表示 。 FAA oO) = 69, AAEN e 和 o 将 具有 公 因 了 于， 量 
c 一 一 cprif ol1) 称 作 公式 (2.2) 的 误差 常数 、 对 于 具有 阶 为 P 
的 方法 的 精度 , 它 是 比较 的 一 个 适当 的 度量 . / | 
通过 选取 (2.7) 中 的 一 个 适当 的 特殊 的 OO), SAE RK 
Corr (R c) Mp. MR dD = 二 ce*:， 并 令 =f, FE 
PC) — ol) logg ~ cont — 1)™ C1), 
因此 有 / 
log — p(t)/o(t) ~ oe -(— 1/9?" 1). (2.9) 
对 于 相 容 的 方法 ， 多 项 式 p($) 有 根 十 1， 称 这 个 根 为 公式 
(2.2) 的 主根 ,将 其 表 成 各， 其 余 的 根 5，s: 一 2,… , 称 作 寄 生 
根 。 这 是 由 于 方法 的 步 数 大 于 1 引起 的 . 为 了 使 公式 (2.2) 能 实际 
用 来 求解 (2.1), 必 须 仔 细 控 制 这 些 寄生 根 的 位 置 。 通常 要 求 .p(%) 
的 根 的 模 均 不 超过 1， 并 且 模 为 1 的 根 均 是 单 根 。 满足 这 种 条 件 
的 & 步 公式 (2.2) 称 作 是 零 稳 定 的 ， 简 称 为 稳定 的 ， 
Dahlquist 关于 线性 多 步 公式 的 一 个 基本 结果 为 : 线性 多 步 公 
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式 (2.2) 收 比 的 充分 必要 条 件 为 它 是 相 容 的 和 稳定 的 ， 

一 般 的 k BAK (2.2) 具有 2% 十 2 PRM. Dahlquist 
《1956) ”证明 可 以 选取 多 项 式 ofl) M ol) 使 公式 (2.2) 的 阶 
p= 2*， 但 不 能 达到 比 24 更 高 的 阶 。 这 个 结果 没有 实际 价值 , 因 
AA et ae AES REA. Dahlquist 证 明 零 稳定 的 过 
和 步 公式 (2.2) 的 阶 不 能 超过 有 +1 CORA 是 奇数 ) 或 k+ 2( 如 时 
eS). 


nese | dy 


一 一 一 47，Re1i<0， 
at 


当 公 式 (2.2) 以 步 长 大 应 用 到 这 个 方程 时 ，(2. 2) a BR Hs As BAAS Ze 
分 方程 ,其 特征 方程 为 
oC) — go(t) = 0, (2.10) 
q = hl, W( 2.10) FRA 609g), i= 1+ 于 是 定义 1.3 中 的 
ERRA AR 
R = {q = h(t(9) | <1, i= 1, +--+, k}, 
称 它 为 绝对 稳定 区 域 、 我 们 还 可 以 定义 相对 稳定 区 域 。 令 六 (9) 
为 对 应 于 主根 六 的 一 文 根 , 则 相对 稳定 区 域 为 
一 人 6 < čla i= 2,3,...,*} 
8 是 kla) 可 解析 延 拓 的 最 大 的 星 形 区 域 . 


$ 2 线性 多 步 公式 的 4 稳定 性 


Dahlquist 在 [48] 中 引信 4 稳定 性 的 定义 后 ,立即 提出 下 面 的 
T 

定理 2.1 k PAR (22) 是 4 稳定 的 充分 必要 条 件 为 对 于 
S| > 1，p(5)/o(5) 是 正则 的 ,并 且 具 有 非 负 的 实 部 . 

证 明 ”将 公式 (2.2) 应 用 到 试验 方程 ,(2.2) 变 成 具有 常 系数 的 
差分 方程 ,其 特征 方程 为 (2.10). 

必要 人性” 设 公式 (2.7) 是 4 稳定 的 , 即 对 所 有 M, 着 Re(h4) 二 
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0, 有 (2.10) 的 所 有 根 “ BAIT] < 1。 所 以 对 于 任何 “, 若 1 > | 
并 且 是 (2.10) 的 根 , 则 相应 的 Re (42) = Re {o(2)/a(2)} 之 0. 

Mik y Æ off) = ORLA la) > 1. olf) 与 ct) 无 公 
因 式 的 假定 , p(s) = 0, 故 在 局 的 某 个 领域 中 ,存在 正 整 数 m, E 
得 有 

pP(e)1o) ~al — 01)", @ 0, 

显然 在 这 个 邻 域 中 存在 “， 使 Re{fp(5)/o(?)} <0 Mi, KS 
Cl >1, Refp(Q/o(O} 20 FB. 因此 如 果 [Cl >l, 有 
o(f) 20. BM oC) /o(S) 对 于 [Ci > 1 是 正则 的 . 

充分 性 ” 设 步 公式 (2.2) 对 Ii > 1, o) C) EWE 
Re {o(2)/o(0)} > 0. 由 后 者 可 知 , 若 Re( 太 ) < 0 则 (2.10) 的 相 
MASIR tAE) <1, 并 且 这 “不 能 有 o) = 0, BMC Biko 
E p 的 公共 根 . 因此 e) 在 (2.10) 的 根 处 不 奇异 。 由 此 推 
得 着 Re(84) < 0， 则 (2.10) MARC 不 能 有 人 | 一 1， 而 一 定 有 
Ol 二 1, 这 即 是 4 稳定 性 . 

推论 21 RUSE ABEND, Mjh 


a(C) = Re{p(6) /ot))} (2.11) 
ce MARA u) 对 所 有 实 值 @ 成 立 
ule) >00 (2.12) 


推论 2.2 WMRRGARE 4 稳定 的 , 则 多 项 式 off) HR 
oj, t= 1,--+, k HEI <1 

利用 与 定理 1 类似 的 讨论 给 出 下 面 的 结果 . 

定理 22 显 式 的 《 步 公式 不 能 是 4 稳定 的 

证 明 设 B = 0, 于 是 对 其 个 整数 m 之 1, 当 5 一 00 时 ,有 
olg) ~ a", a 六 0， 但 是 eS) ~ak, ao 0. AKA 
e(C)/o(l) ~ bt”, č — œ, 其 中 56 六 0，m 之 1， 这 与 对 单位 辆 
外 的 所 有 ;具有 非 负 的 实 部 是 予 盾 的 ， 

下 面 的 例子 说 明 相 容 的 4 稳定 多 步 公 式 是 存在 的 . 

例 2.1 下 面 的 线性 多 步 公 式 均 是 4 稳定 的 。 

(i) 向 后 Euler 公式 
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Voss 一 Yn + Abas 
对 应 的 多 项 式 o) 和 o(*) 为 
p(s) = CO—1, of) =f, 
GD EEIE 


Yapi = Yn + H ‘a + fa], 
p(t) =L —1, a(g) = — (E + 1). 
Gii) Yaak = Ya H > Ril fara + fal, 


p(t) =tt—1, ot) = > (te + 1), 


1 Ee Bl Fi BAS EE A Ek, EAA ABR BAR. 
为 了 验证 定理 工 给 出 的 4 稳定 性 的 条 件 ， 需 要 在 二 维 集合 
上 | >i 上 判定 4) = p) 是 否 具有 非 负 的 实 部 。 下 面 
给 出 4 稳定 性 的 一 个 充分 条 件 ， 它 仅 需 在 一 维 区 域 上 进行 验证 . 
RSMA oC) 的 根 oi 满足 条 件 
N, lo| Cl, i= 1, 2,---,&, (2.13) 
于 是 oe?) 关 0， 存 在 数 6， 和 6, 使 不 等 式 
0< 5, S lolt) <8, 
成 立 ， 条 件 
/ ule?) = |o(e’®)| ?Re{p(e'®s)a(e 8) 全 0 
压价 于 条 件 


$ 
Re [p(e’® )a(e7'?)] = > Y;cosj/@ > 0, (2.14) 
7=0 
其 中 
k 
Yo = > ap 


d=0 
k= j 
vi = D2) lanpi + abn), SIR, 
=t 
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熟知 , cosj@ = T(E), 其 中 E = cos@, fy T(E) 是 He6pliIer #4 
项 式 . 前 5 个 多 项 式 为 
TCE) =i, 
T(E) = $, 
TAE) = 2# — 1, 
T(E) = 4& — 38, 
T(E) = 8E — 8 + 1, 
RA BREN 
Ti) = 2ET ACE) - 一 Tj-,€&), f = “， 3,° 
因此 ,如 果 条 件 (2.13) 成 立 , 则 条 件 (2.12) 等 价 于 


N, P) =.0, -I SẸ <1, (2.15) 
其 中 
PA(E) = 2 YTE) (2.16) 


定理 2.3 如 果 条 件 (2.13) 和 (2.15) 成 立 ， 则 步 公式 是 4 稳 
ZH. 

E 设 条 件 (2.13) 成 立 , 则 在 区 域 :| > 1 上 g(t) 是 解析 
的 ,而 u(t》 是 调和 的 ， 由 极 小 原理 ,对 于 |t| 宇 1 有 


u(t) > min ule?) 
如 果 条 件 (2.15) 成 立 , 则 min ule”) > 0， 于 是 由 定理 1 的 充分 性 


ERER k SAREA BEN. 

充分 条 件 (2.13) 和 (2.15) 是 容易 验证 的 。 条 件 (2.15) 表示 只 
须 在 区 间 一 1 <E <1 EWER 之 0, 而 不 需 在 二 维 集合 || 
>1 上 验证 x(#) 0。 为 验证 条 件 (2.13) ,可 通过 变换 
z= (+1)/0C—-1),0=G@+1)/G@—-1) =g). (2.17) 
并 令 四 


z—1\* 2 
r(z) = (==+) o(t(a)) = > azi, (2.18) 
D j=0 
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0 = (ee Sie (219) 


则 多 项 式 CRR o 满足 条 件 (2.13) 的 充 要 条 件 是 多 项 式 s) 
的 根 si,i = 1, ~ ,万 满足 Res; <0. 这 是 因为 变换 z = (C+1)/ 
(S 一 1) 将 平面 的 单位 圆 12| <1 变换 成 z 平面 的 开 左 半 平 面 ， 
圆周 上 | 一 1 变 成 x 平面 上 的 虚 轴 .。 由 Routh 准则 很 多 难 证 
Res, < 0 是 否 成 立 ， | 

例 2.2 考虑 线性 二 步 公 式 族 


二 (1 一 38, 一 Bi) Yn 一 2 一 Bo) Ynya 


+ > (3 — Bo + Bi) Yaga 


= Al Bola + Bifa + fords | (2.20) 
其 中 fh, fi 是 目 由 参数 ， 这 个 族 中 的 公式 是 至 少 上 共有 二 阶 精 度 
(p22) 的 线性 二 步 公 式 ， 
现在 来 确定 当 参 数 b, bh 在 什么 条 件 下 ,(2.20) 为 4 稳定 . 通 
过 变换 (2.17), 相 应 于 (2.20) 的 多 项 式 of = 0 + Bil + Bo 变换 
成 多 项 式 


(2 一 7 E 十 Biz + Bo) s 


其 中 . 
b= 1 + Bo. 一 p | 
b, = 2(1 E Bo), 
K 一 | +B + hh, 
由 Routh ENI, 为 了 使 sQ) 生生 和 h 
时 是 负 的 ， 因此 条 件 (2. DENT. 
B = Tah >o, 
1+ A+ >o, f 
1+ b — p > 0. 2 
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区 ， 对 公式 (2.20) 考 察 条 件 (2.15) ,得 到 


3 
To 2 Y (Bos bi)» 


n= —27 (Bos Bi) 


m= Tle, fı) 


PE) 一 > Y (Ba, BESTE) ~ 47,(E) + 7T,(8)) 


=. (1 7 E)’r(o,f:) 
其 中 
7(Bo,Bi) = 1 — Pi + Bobs — Bi. 


图 2.1 公式 (2.20) 为 4 稳定 的 三 角形 区 域 


因此 条 件 (2.15) 等 价 于 7Y(Bo, A) 20. 方程 

7(Po, ps 反 ( 人 1 一 po 人 LIL 十 一 pb) 一 0 
表示 退化 的 双 曲 线 。 满足 条 件 〈2.15) 的 点 o h) 的 集合 是 图 
2.1 中 二 个 带 阴影 的 棉 形 。 满 足 (2.21) 的 开 三 角形 是 其 中 一 个 模 
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形 的 真子 集 。 因此 条 件 (2.13) 推 出 条 件 (2.15). 如 果 (Bo, p) 
是 不 等 式 (2.21), 则 对 应 的 公式 (2.20) 是 4 稳定 的 ， 

公式 (2.20) 的 一 个 特例 是 向 后 差分 公元 

3Yn42 一 Fear 十 Yn = Aber, 

它 对 应 于 PB。 == p, 一 0。 由 上 面 的 讨论 , 它 是 4 稳定 的 ， 

FEARN Dahlquist 对 4 稳定 性 的 一 个 重要 定理 ， 它 给 出 
对 4 总 定 线 宇多 步 公式 的 阶 的 一 个 限制 性 结果 . 

在 (2.6) 中 取 pa) 二 e”, HE eM =, RITES 

e(f) — alt) log = cont log £)?*! + O((1A)?*), 

用 ck 人 除 等 式 两 边 , 并 作 变 换 (2.17) 一 (2.19), 有 


r(z) 2 十 1 Cp4i 2 十 1 Ap 
s Cz) og t cet (tog EE) 
1 
a hye?) . 2.22 
t oe OM) ) (2.22) 
È (z) 
7 _. +(z) 
(z) a’ 


由 定理 1 推出 , 若 线 性 多 步 公式 是 4 稳定 的 , 则 对 任何 具有 Rer> 
0 的 复数 z, 将 有 ReZ (zx) > 0. 按照 Ozaki 和 Kasami 称 具 有 这 
样 性 质 的 有 理 削 数 为 正 实 有 理 函 数 。 由 (2.22), 最 高 阶 的 4 稳定 


的 公式 (2.2) 可 以 用 log = 在 x 一 oo 处 的 最 高 阶 的 正 实 有 更 
函数 的 近似 给 出。 在 无 闪 远 点 分 别 将 log 研一 +- 和 Z (s) 展开 成 
二 URES. 


log <+1 = 5 a(t ) (2.23) 


2 一 j=] 


Z (z) = e_m” + Com- | ee 


+ ez 十 ceo 十 >, C; (+y A (2.24) 
2 


其 中 
|p BERR, 

0, RE. 

而 et 是 某 个 常数 , 且 m<k. 将 这 二 个 展开 式 代 人 (2.22) 中 ,并 


略 去 (二 ” 阶 的 量 ,以 及 当 ao hi t1, ot 一 一 con/o(1)， 
故 得 到 E 


『 一 1 


p+i N 
Cam” 十 bee + eot ` Ci (+) 


p+) pHi 
ORRO 
比较 等 式 二 边 的 系数 ,我们 得 到 
ci 一 0， 对 于 i<, 
ei = di, WF OcKi<cpt+i, (2.25) 
cp+1 = dry 一 2Pte™ 
由 根 容 性 条 件 ,得 
7 ag = 0, aga = 204, 
ARK BE RAVE 2, = 1、 由 (2.18) 2.19), Z@) 的 定义 
及 展开 式 (2.24) 和 系数 (2.25) ,得 到 re) 和 *(z) 的 系数 之 间 有 关 
RA 


ki ey | + l 
a p—3 fa © 0 , | 
Gps _ C3 ĉj Cy bkm | (2.26) 
Bo b, 


Neg Epa ek 
Ht ESAN 2 之 2， 则 我 们 有 
aga = 2, 


a E == 2b kis 


» 49 。 


Ak 一 3 一 一 Cy 十 O02 
+e A ERR Z (x) 有 形式 
22k! + 2b, 2%? -t (Ce, + 2b det 一 十 


“一 zk bp yak! + by zk? + - 
ARIE, 有 
Z(2) = 一 -一 一 ， 
一 全 zs 十 PP 


其 中 P, 是 分 子 分 母 各 为 《一 2 次 的 有 理 分 式 ， 在 无 穷 远 反 处 无 极 

Rm. AT Z4sx) 是 正 实 有 理 商 数 ， 量 一 二 不 能 是 人 负 的 , e; 不 能 等 于 

d, FHC. 05) ARRIRA A 2s FE EH (2.25 ) 得 
es = ds — 23c* <0, : 

下 而 得 


c*> 4 
l 


2 
a 


这 就 证 明了 Dahlquist 的 定理 
定理 24 4 稳定 的 线性 多 步 公式 的 阶 不 得 超过 2, 并且 二 阶 


的 4 稳定 线性 多 步 公式 的 误差 常数 以 二 为 下 界 . 


& c* >, Ml] Z Cz) 退化 成 二 . 由 于 kz) Mise) 无 公 因 
Fae 个 平凡 的 常数 因子 外 由 它们 的 商 唯一 确定 .对 
于 梯形 法 
r (z) fs) = pE) o) = 200 — 1)/(6 + 1) = 2/z, 
其 误差 常数 为 c* = Z» 这 就 得 到 下 面 的 推论 
推论 23 在 所 有 的 线性 多 步 公 式 中 ,梯形 法 是 唯一 的 阶 为 2， 
一 二 的 4 稳定 的 公式 


e df > 


$ 3 线性 多 步 公 式 的 4(a) 稳定 性 


对 于 4(c) BE, Widlund" FAT FREA. 
定理 2.5 (i) 显 式 的 线性 多 步 公式 不 能 是 4(0) 稳定 的 。 
Gi) 存在 唯一 的 p SR + 1 的 4(0) 稳定 的 方法 , 即 梯形 法 ， 
有 
p() 一 “一 1， aE) = > (E + 1), p= 2, 


定理 2.6 对 于 所 有 ae |0, =) MA<S, 存在 4(c) 稳定 
的 & 步 4 阶 的 线性 多 步 公式 。 
由 于 A(Z) 稳定 的 方法 是 4 稳定 的 , 当 a 一 工时, 阶 ?之 3 


的 4(a) 稳定 公式 的 误差 常数 无 限 增 大 ， 
为 了 证 明 这 二 个 定理 , 先 证 明 下 面 二 个 引 理 . 
引 理 2.1 下 面 的 命题 是 等 价 的 
G) 公式 (2.2) 是 4(c) 稳定 的 。 | 
(i) 对 于 所 有 ALE Sa 一 {zliarg( 一 z)| <a,2 0} 方程 


r(z) — has(z) = 0 (2.27) 


的 根 均 在 开 左 半 复 平面 中 、 ) 

Citi) 对 于 Rez > 0, +(z)/s(z) 是 正则 的 ,并 且 在 Se Wap 
RÄ. 

证 明 (i) 和 Gi 的 等 价 性 直接 由 4(c) 稳定 性 的 定义 给 出 。 
命题 Gi) 说 明 方 法 (2.2) 是 4(c) 稳定 等 价 于 当 (2.27) 的 根 x 有 
Rez 20 WY, 44 在 So 的 补 中 。 为 了 完成 由 《〈i) 推出 Gi), 仅 须 
EH, WFR Rez > 0, W s(x) AREAS. BRE Rez > 0， 但 有 
s(x.) = 0, rC) © 0 (AA r@As(s) 无 公 因 了 于 ), 于 是 对 某 个 
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ci x 0 fim> 0 成 立 
r(z)/s(2) ~ elz — z)” (>z), 
这 表示 r)a) 将 对 某 个 Rez >0 的 z 取 S PNB, BS 
(i) 矛盾 . | 
由 于 Sa 是 开 集 ,容易 由 (过) HE Gi), 引 理 证 毕 . 
由 (2.22), 得 


:十 1 _ rę) (2 pti z —> 
log- — 1 s(z) (2) ( 9), (2.28) 


再 由 展开 式 (2.23) ,并且 比较 
(ao + az t ee + az?) — 2(bo + bız + +e + b,z*) 


3 2u ti 
x| (E) 4-4 1 (+) +e] 
z 3 \z 2Zu+1 \2 


2 p-kti 
ow Cpa (2) (z> œ), 


令 同 次 寡 的 系数 和 相等 ,并 令 b = 0, 1 >k, DRT 
max (0,k —pP)<SvSk, 


有 
a, = >) 1220,Hax/(2u 十 1). (2.29) 
upk 
a g-t- 一 ` 2b,-p4m/ (Qu + 1) 一 ctb", (2.30) 
Fi a () 
而 当 了 了 之 《时 ,有 


0= S226/(24+ 1), 0S VS p—kR—1, (2.31) 


Mo 


0 = >) 25 40m/ (2 + 1) 一 cyb22+1， (2.32) 


uM > {] 


引 理 2.2 大 公式 (2.2) 是 40) 稳定 的 , 则 有 
a,>0, 4,>0, v= 0,1,...,. 


证 明 “对 于 实 系数 的 多 项 式 , 若 它 的 根 均 在 左 半 平面 内 部 , 则 
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其 系数 一 定 有 相同 的 符号 .对 (2.27) 分 别 取 及 = Mh = 一 %， 
应 用 引 理 2.1 的 (ii)， 立 即 可 得 本 引 理 的 结论 
定理 2.5 的 证 明 如果 Ba = 0， 则 由 (2.19) 推 出 : 
> b, = 0, 


由 引 理 2.2， 车 公式 是 4(0) 稳定 的 ， by 一 0。 于 是 由 于 o(1) = 
2*b,, 4% o(1) 一 0， 这 与 el) Mal) RAAF AAI ,所 以 定 
理 的 (i) 成 立 . 

me p> Rk +1, 则 由 (2.31) 和 引 理 2.2 仍 可 推出 多 一 0. 也 
得 到 与 上 述 相 同 的 矛盾 ，。 如果 尹 一 和 十 1, 在 (2.31) 中 取 > 一 0， 
由 引 理 2.2 推 得 

bo = bh = b= ++ = 0, 
所 以 (ERAR. (BFE (2.29), r (2) EM. H Henrici? 
推出 , 当 k>1 时 是 弱 稳 定 的 ，p(5) 的 根 均 在 单位 圆 上 ， 并 且 
(2.10) 的 根 可 表 成 | 
Cig = GU + kig + OCl4\’)), 
其 中 与 是 po) 一 0 的 根 , & 是 增长 参数 ，9g 一 扩 。 这 时 有 
kicl, KEH 9 是 负数 ,并且 19| 很 小 时 ,将 会 有 | 与 *| > 1, 这 与 
A(0) 稳定 性 相 和 矛盾. 唯一 的 例外 情形 为 《一 1， 我 们 得 到 
r(z) = 2b,, sCe) = dz, 

这 是 与 梯形 法 相应 的 多 项 式 , 于 是 定理 的 Gi) 证 毕 . 

定理 2.6 的 证 明 ”由 引 理 2.1 的 Gi), 通过 直接 计算 可 以 证 
明 下 面 的 结论 成 立 ， 

对 于 太一 2 二 3， 如 果 

bo > 0, b> 3$, h= 1, 


b, > max (ai 3bobi, (bo + ba/3) tg G ( bi — 7))) 
则 方法 是 4(ec) 稳定 的 . 


Wek p= 4， 如 果 取 
b,= 1, b> 3%, bo > 0, 


b, = b,(b;/2 + (23/4 ~~ bi)? — 1), 
并 且 6 取得 充分 大 , 则 方法 对 于 指定 的 ae (0, Z) 是 4(e) 稳定 
By. | 

下 面 将 给 出 判定 公式 (2.2) 为 Ale) 稳定 的 一 个 充分 条 件 ;这 
个 条 件 是 定理 2.3 对 Ala) 稳定 性 的 推广 。 先 给 出 几 个 引 理 。 令 
4 一 hoc) 一 1 《是 (2.10) 的 根 。 由 定义 1.5 立 即 可 得 
下 面 的 引 理 ， 

5| 理 2.3 公式 (2.2) 是 4(c) 稳定 的 充 要 条 件 为 当 q E So 时 
有 

lula) | < 1, i= Lens, k. 
引 理 2.4 如 果 公 式 (2.2) 是 4(c) 稳定 的 ; 则 有 
/ lal <1,7— 1,2,...,%, 

其 中 o EZMA off) 的 零点 。 

引 理 2.5 假设 成 立 条 件 

Gi) [o;| 1:= 1,2,...,* 
Al 

Gi) 4\t|>1 时 ,有 g) = lt) eS. 
则 公式 (2.2) 是 Ale) 稳定 的 。 

由 定理 2.5 的 G), 5 只 有 隐 式 方法 ( 即 Br © 0) 才 可 能 是 Ale) 
租 定 的 。 因 此 ,我 们 仅 讨 论 隐 式 的 情形 . 

定理 2.7 设 下 列 条 件 成 立 

G) 公式 (2.2) 是 堆 稳 定 的 ， 即 eC) mE AMORA ARE 1 1, 
并 且 模 为 工 的 零点 均 是 单 的 ， 

(ii) pi “= 0, 

(iii) Im gle) > 0,0€ [0, <]. 

(iv) Ima(e®) + tgaæRegle®) = 0,80€ [0, r], 

(v) lal Sl, i= 1,..*,%, 

(vi) cx/6 > 0. 
则 公式 (2.2) 是 4la) BEN. 
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WEAR 设 条 件 CG) 到 (vi) 成 立 , 则 在 || Sl kt, q(t) 是 解 
村 的 ,而 Re q(t) 和 Img(l) 是 调和 的 ， 

为 了 证 明 公 式 (2.2) 是 4(c) 稳定 的 ,我 们 应 用 引 理 2.5. 由 于 
若 q(0)&S., WA gq(5)5。， 其 中 《 是 5 的 共 圈 复数 , URE 
qa) E Sa, WA 

|Img(f)| + tgeRe4(%) 之 0, (2.33) 
为 了 完成 定理 的 证 明 , 只 须 证 明 当 5€E DD 二 {4215 之 1 和 1m% 之 
0} 时 (2.33) 成 立 。 因 为 这 就 保证 了 q) = ofS) /c(O)SS.. 由 
FImq(l) 在 忆 中 是 调和 的 ,以 及 当 “为 实数 时 , Img) 一 0， 由 
条 件 (ii) 和 调和 贸 数 的 极 小 值 原 理 推出 当 《6 刀 时 ,Im9() 之 0。 

由 于 函数 

u(t) = Img(t) + 馈 wReg() 
是 DD 中 的 调和 函数 ,再 对 «(C) 应 用 极 值 原理 ,我 们 得 到 
| u(t) 之 min «(2), 
其 中 OD EDL 

OD = {g| = e, 0E [0,x]}UC—&, —IJUL[1,©). 

FH FARE (i), Civ), GV) 和 Wi) 成 立 , 当 ED 时 ,有 wx) SO,” 
定 埋 证 毕 ， 

条 件 (i), Gi), O), Wi) 是 容易 验证 的 ,而 Gii), Gv) 稍 困 难 
一 点 。 如 果 (v) 成 立 , 则 ole) < 0. OE [0,7], 因此 Gi) 和 
Gv) 又 分 别 等 价 于 

Ima(e’) 守 0, 0€ [0, x], (2.34) 
Im gle'”) + tgaRe gle) > 0. 0€ [0, xl, (2.35) 
其 中 


ale) = peole) 


k k 
一 >: Yicos (70) + i>) 6; sin (70), 


j=0 j=l 


k 
Yo == ») “81, 


i= 


k-i} 
Y; = > (01458) + apni), i= 1, 2,--+,%, 
l=0 


k~-j 
6; = >> (21458; 一 0,8)45), poi, Lv k, 


i= 0 


这 样 ,如 果 条 件 (v) R WURA Gii) 分 别 等 价 于 


lC) 20,2€[—1, 1], (2.36) 
fl — x? + 1,() + gaR,(«*) > 0, x€ [—1, 1], 
其 中 
k 
I,(@) = >; 5;U;(«), 
k 
Ril) = >, 71T7(z) 
而 


T;(x) = cosj9, Uj(x) 一 sin j? x = cosh 
sin 0 
为 YeOpuues 多 项 式 ， 
例 2.3 对 下 面 的 公式 应 用 定理 27, 寻找 最 大 的 ae [0,~), 
使 公式 是 Ala) RER. 
k = 3, llys — 1895-1 + 9a; — 2¥n-3 = 6hfn, 
k = 4, 25y, 一 487y :十 36y。 :一 l6Yn- 十 3y .一 12h7,, 
kR=5, 137y, 一 3007 十 3007 ;一 200y 
十 72y7 -一 12 一 007)， 
k 一 6，147y。 一 3607。: 十 4507。 一 400¥,-5 | 
十 2227 一 72y + 10 5 一 6002) 
对 于 这 些 公式 条 件 CG), Gi), C) 和 (vi) 均 满 足 ， 相 应 的 Rele) 
和 RED, 分 别 为 
R(x) 一 一 6(zr 一 1 (4xz — 1), 
R(x) = 96(x — 1) (3x + 1), 
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Ri(z) 一 一 480(z — 1)°(24%? — 3x — 11), 
Roe) = 4804 — i Y (40x + 16x 一 11), 
1,(#) = 12(4x? — 9x + 8), 
1.Ce) = — 48(6x° — 16x? + 15x — 18), 
ls(x) = 120(96x’ — 300x + 328x? — 150x + 56), 
Il) 一 — 240(80x" 一 288x + 370x° — 184%? + 15x — 8). 
通过 计算 oN 3,4,5,6) 的 根 , 得 到 
Te) B20, k= 3,4,5,6,x€[—1, i] 
RUA Gi) 成 立 ， om 
Ji 一 好 .1,(%) 


t == mi — 
£ (Gmax) we dg ( R, (x) 


确定 使 Gv) 成 立 的 最 大 的 ee |0, Z), 3h 


»k = 3,4, 5, 6, 


A, = {xr|rE[—1, 1], RC) < 0}, 
下 面 的 表 是 得 到 的 on 的 值 ( 误 差 为 1) 
家 2.1 


$4 线性 多 步 公式 的 4 稳定 性 


f(z,q) 一 7(s) — as), 
ms = {z|Rez > 0}, 
H. = {z|Rez <0}, 
D= {slltl<1}. 
任意 集合 S 的 闭 包 和 边界 分 别 用 5 和 OS 表示 .特别 BH. JERE M. 
复数 RARAN gz。 
下 面 的 定理 用 函数 2,4) RAR 4 RESA. 
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0), Il, 9) 的 零点 均 在 已- 中 。 

定理 2.9 下 面 的 命题 是 等 价 的 . 

- G) 公式 (2.2) 是 4 稳定 的 ， 

0 对 于 z€H;,r(z)/s(x) 是 正则 的 ， 并 且 不 取 ( 一 oo， 0) 中 
Aa. 对 于 ze 8H+，r(a)sGs) 不 取 ( 一 co ,0) AB.  ， 

(iii) 对 于 DD 的 补 中 的 $, (2) /o(S) 是 正则 的 ,不 取 ( 一 co ,0) 
中 的 值 。 对 于 5€ OD, po() c(S) (o, 0) PAA. 

定理 2.10 若 公 式 (2.2) 是 4 稳定 的 , 则 多 项 式 pe) Mell) 
的 零点 在 D 中 ,多 项 式 1:(z) 和 s(x) 的 零点 在 已 - 中 ,另外 eC) 和 
o(f) 在 9D LAM SAM r G)M QE OH. 上 的 任何 零点 最 
多 是 二 重 的 . 

UEBA 只 证 明 oC) 在 OD 上 的 任何 零点 最 多 是 . 设 
G Æ at) 在 OD 上 的 一 个 零点 , MWA 


q(t) 一 re ~el 2)" ($B), 


定理 2.8 公式 (2.2) 是 -4。 BEST AIA: 了 


其 中 c 关 0. 若 m 之 3， 则 当世 在 DD 的 外 部 的 以 5 为 心 的 充分 小 
ote eM g(C) 的 幅 角 将 连续 地 至 少 变化 3z — a. W 
4a 充分 小 时 , 9) 将 会 取 到 (90 90) RAYE. 这 与 定理 2.9 
“Wo 矛盾 ,所 以 m <2, 
下 面 的 定理 给 出 对 于 4 稳定 公式 的 系数 的 限制 
定理 2.11 如 果 公 式 (2.2) 是 4 稳定 的 , 则 对 于 OS k A 
ai = 0, 55 20. 


另外 ,有 

k 
S dj>>0 Da0, b> 0, b> 0. 
= i=0 | 


由 这 定理 推出 , 4。 稳定 的 线性 多 步 公式 一 定 是 隐 式 的 。 

如 果 公 式 (2.2) 的 阶 pl. MA kpr kii, a, 由 
(2.29) 给 出 .我 们 按 以 前 的 约定 , 当 > < OT, a, = 0, AY > k 
时 ，&, 一 0。 
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定理 2.12 设 公式 (2.2) 是 4 BEN HE AS 3, p23, dil 
对 于 25j hk HO, >0; HF mx(0,k-p) Sf Sk—-1F 
aj > 0; 对 于 2G, Rk—- 1, 有 > 0. 

证 明 BE bra m 0. APM 96 (— 0,0), f(z,9) WS 
SIZ Hoe AFA Routh-Hurwitz 准则 ,对 应 的 Hurwitz 行列 式 
A, 必须 是 正 的 。 应 用 (2.29 ) 得 


dk mr O pagi — 《OA d k-i T 2Og-1, Gps = 20 3 十 = by, 
所 以 
3k- gbk- aa — qbk 


Ak-3 一 Ök- G-a 一 GOR-2 
Zbk — qbr 


A, 一 


2br-1 一 qbr- 十 = bk — qbr- 


2 
一 qbr (2 bi 一 gba-:) <0, 


得 到 矛盾 。 因 而 br- > 0. 

由 于 s(x) 的 零点 在 H- 中 ,因此 可 将 其 表 成 

s(x) = brz™si(z)s( 2), 

其 中 (zz) 含有 s(x) 的 所 有 虚 的 零点 , oe) 含有 sz) 的 所 有 具有 
严格 负 实 部 的 零点 。 容 易 看 出 ， sks) 的 偶 次 项 系数 是 非 零 的 ,而 
sl) 的 所 有 系数 是 非 零 的 ,并 具有 相同 的 符号 。 HF b = 0 
4.1730, 推出 ne) 的 次 数 至 少 为 1. 得 出 alone) 的 所 有 系 
PUET ER. 另外 ,由 定理 2.10, s(z) 在 一 0 处 最 多 有 二 重 老 
所 ;所 以 m<2, ARNT 20; <k, 8 > 0. 

由 (2.29)， 立 即 得 到 对 于 max {0, k — pp} Sisk, G 
a>0. 由 于 ex > 0 和 wei; > 0, 应 用 类 似 于 对 系数 è 的 证 
有 明 , 可 得 到 对 于 2< 和 《一 1， 有 ai > 0. 定理 证 毕 ， 

通过 与 $2 的 定理 2.5 的 类 似 证 明 , 可 得 

定理 2.13 只 存在 唯一 的 阶 之 4 十 上 的 4, 稳定 的 线性 多 
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步 公式 , 即 梯形 法 . 
例 2.4 ”如果 多 项 式 p(t) 和 o(L) 对 应 的 公式 (2.2) 是 收 全 
的 , 则 ef) 在 OD 上 只 有 单 根 。 考虑 由 
ofl) = 2 — fio) = (t+ 1)7/4 (2.37) 
所 对 应 的 公式 (2.2)。 它 是 收敛 的 。 方程 (2.10) 的 零 扩 为 
p _ 4 十 Dha+4/1 + 224 


a dl r 


8 一 2ha 
易 证 当 4€ (一 co , OHM, Ol <1. 因此 它 是 4 稳定 的 。 这 个 例 
于 说明 定理 2.10 已 不 能 再 加 强 成 要 求 多 项 式 o(5) 在 OD EWS 
扩 是 一 重 的 ， 
另外 ,通过 直接 计算 ,可 知 (2.37) 所 对 应 的 方法 (2.2) 不 是 
A(0) 稳定 的 。 这 样 可 得 出 4. 稳定 的 方 落 类 包含 4(0) 稳定 的 
方法 类 ,并且 两 者 是 不 重合 的 . 
482.5 如 果 dS 2, MSF eI 
s(z) = (2 + d)* (2.38) 
的 线性 & 阶 & 步 公式 是 4。 稳 定 的 ,多 项 式 +(z) 的 系数 由 (2.29) 
确定 。 这 个 方法 称 作 Cryer 方法 . | 
证 明 ”由 于 (C) 的 零点 在 H_ 中 和 f(z, q) 的 零点 是 2 的 连 
AR, IM FATE BE 2.8, 只 要 证 明 对 于 gE (一 0 0), fle, 4) EE 
的 零点 , 便 可 知道 当 g€ (一 ,0) 时 , 1(z, 9) 的 零 扩 都 在 遇 - 中 ， 
通过 直接 计算 ,可 以 得 到 
f(adw; q) = @"[T,(w) + T(w)], 
其 中 
ToA(w) = [(—qdw + 2)(1 + w) — 2) /w, 


Tw) = 2d} 0" 5 ( R 


d~7i/(1 + 27), 
i>o MELER) | 1) 


这 里 约定 如 果 ! > 时 (*) = 0. 
进行 初等 的 估计 ,可 以 得 到 估计 式 
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2yh-* ， ye [1、oco )， 


il € F ] 
, 4’ yY qk? $ 
Tay) | = 
Rx 


TEGIS = max[1， yt], ye [0, 0), 


ERANA, WEA ye [0, ©), 有 
ILGI > ITG). 
有 所以, f(z,9) 无 虚 的 零点 。 证 完 ， 
由 这 个 例子 知道 任意 高 阶 的 Ay 稳定 的 线性 多 步 公 式 是 存在 
AY. 
例 2.6 k>2 WJ k BH Adams-Moulton 方法 不 是 A 稳定 
AY. 
mY FIR ES RSA PE, h OCC) AY BAY A A ARAL Gear’) 
可 知 ,多项式 rO) 的 系数 & MS 有 不 同 的 符号 。 所 以 由 定理 
2.11 推 得 《之 2 的 Adams-Moulton 方法 不 具有 A RE. 
下 面 利用 4。 稳定 性 及 多 项 式 ef) 和 oL) 的 一 些 根 条 件 
来 给 出 ACO) 稳定 性 的 一 个 充分 必要 条 件 ， 
定理 2.14 ”收敛 的 公式 (2.2) 是 4(0) 稳定 的 充分 必要 条 件 是 
O 公式 (2.2) 是 4 稳定 的 
(i) 多 项 式 off) 的 模 为 1 的 根 是 单 根 ， 
Gi) BOX eff) WWR, HIS 一 1， 有 
al% 
Re E) > 0, 
G) 40% o(@) WR, HIE 一 1， 则 有 
Re E) >09, 
证 明 ”必要 性 G) 由 40) 稳定 性 和 4 稳定 性 的 定义 立 
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BES. 令 是 多 项 式 C) 的 模 为 1 的 根 。 由 于 eMe CAA 
子 , 在 “的 邻 域 中 有 


AE = a(t) /o(2) tebe (2.39) 
其 中 以 是 某 个 正 整 数 。 由 于 公式 (2.2) 是 400) 稳定 的 ， 所 以 存在 
we (0, z), 使 当 l> 1 时 ,有 larg (一 ala 如 果 


m 之 2, 我 们 可 以 选取 以 E 为 心 的 圆 ， 使 得 如 果 沿 这 个 圆 ， 且 在 
单位 贺 外 的 开 部 分 连续 移动 时 ， O 的 幅 角 将 至 少 连续 地 变化 
2x 一 wc。 这 对 于 选取 的 c, 公式 为 4(a) 稳定 的 矛盾 ,所 以 GD 成 
立 ， 

& La) 是 (2.10) 的 根 , 9 一 hi, HA ICO) 一 1、 由 待定 系 
数 法 ,我 们 找到 

(9) = F f + GD) q 十 p(9)|， (2.40) 
tp (t) 

Hh Ë= eO). EF o(f) 0, 可 以 记 o(£)/(Eo'(E)) = de”, 
4 > 0. 显然 ,如 果 pe (=, 3 x), 方法 不 是 A 稳定 的 ,因而 也 
不 是 4(0) 稳定 的 . 令 on™, 由 方法 是 4(0) 稳定 的 ， 存 在 
o>), HMB p> 08 |lu 下 )| < 1， 但 由 (2.40)， A 
分 小 的 4 得 到 | 

| oC ne! 
因此 p Sw. 类似 地 ,可 得 到 p=. 所 以 (ii) 成立， 

现在 设 15(oo)| 一 1,“(oo) 是 多 项 式 off) 的 零点 。 由 待 
定 系数 法 ,我 们 得 到 


t(g)=é 1 十 =e) do 二 ， 
oniro) 
其 中 《一 “Coco). 与 证 明 (i) 的 必要 性 类 似 ,可 得 (iv) 的 必要 
性 ， | 


(*— 


2j tn + pde?) t OGA) > 1, 
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充分 性 ” 设 收敛 的 线性 多 步 公式 是 A 稳定 的 ， 它 的 多 项 式 
p(5) 和 (5) 满足 条 件 (i) 一 (iv)， 由 方程 (2.10) 定 义 的 $9) 是 
4 的 值 函数 .为 证 明 公式 是 4(0) 稳定 的 , 必须 证 明 存在 一 个 


ae (0, =), ERE qE Sa, CUD) ROR k MERWE IDI 


1. AF 和 的 系数 是 实数 ,有 (4) 一 “(4)， 再 由 条 件 G), 所 
以 我 们 可 只 限于 讨论 Img > 0 的 情形 . 
(gq) 是 一 个 代数 函数 , 仅 有 有 限 多 个 支点 和 极点 ,因此 ,， 存 
在 正常 数 a , r*” 和 R*, 使 在 区 域 2 = DIUSLUDE 中 人 49) 无 
支点 和 极点 ,其 中 
Sœ = {q|—a* < arg(—q) < 0,9 = 0}, 
D = {4|lg| < 7", Imq> 6}, 
D3 = {q| |qg| > R*, Img > 0}, 


| 2.2 
0 是 一 个 单 连通 区 域 , (9) 在 @ RILLER k FOR, Ci), 
1 一 1, 2 《其 中 每 个 tila) 在 9 中 是 解析 的 ， 显 然 , 我 们 只 
需 证 明 对 每 个 分 支 5; l), FEER aj (0 <aj<a*), PRE 
gE Si 一 19| 一 o < arg(—q) <0, q =O} MAIC)! <1, 
下 面 仅 芳 碟 一 个 分 文 ,为 方便 起 见 , 省 掉 下 标 。 令 
lim kl <1, 

则 存在 一 个 弟 数 ro, 0< ro < r*, 使 对 所 有 qE {qt Ol lg| S ro} 
A li) <1, 令 lim a)l 一 1， 由 于 方法 是 收敛 的 ， 


lim {(q) 一 
了 一 
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m. ON uh... 


E pol) KAR. tla 在 以 9 一 0 为 心 , 半 径 充分 小 的 贺 益 上 是 
B. EXTARE, i) 有 表示 式 (2.40) , 即 
CC pet) = CLL + wader"? + O()], 
其 中 de’? = olẸ)/(Co CE), d>0 Mg 一 pe”, p 之 0。 因此 有 
IoC e**)| = |E\ |1 + pdcos(y + p) + iud sin (n + p) 
+ OC)| = Ci + 2udcos{n + p) 
+ O(y))3, 


由 于 pe (一 =, =), BE m, 0 < m 过， 使 对 所 有 具有 | 一 


nl <a HI n, cos(a +p) 二 0、 因此 总 存在 正常 数 7。 过 +” 和 
m < a*, PARE qE D= {q€ Ollg| 和 ”|arg( 一 9 < 0}, 
WAIL <1. 对 点 4 一 0 进行 类 似 的 讨论 ,可 以 找到 正 租 数 
Ro > R* fl ao, 0 < 0o <0", ERE 
qE Da = {qE D| lg] Z R., largl—q)| < en}, 

RA IC(g)| <1. BRAG), FE TU) EPUL- Reo, ~ro] EES 
连续 延 拓 ,并 且 只 要 qE [一 R。, r] RAEI ual <1. KEFE 
正常 数 wy <a“, 使 对 所 有 

q E St, = {qE O| larg(—gq)| <a, lg) > rolg) < Ro}, 
All) | <1. Ka = min{w, wy coj， 于 是 对 所 有 qE Sa 成 立 
15(q)) 二 1， 这 表示 方法 是 4(0) BEN. CHEK. 

注 2.1 定理 的 条 件 (i) 不 能 推出 条 件 Gi), 因为 例 2.4 中 的 
方法 是 4 稳定 的 ,但 其 中 of) 具有 模 为 1 重 数 为 2 的 根 , 定理 
2.10 只 说 明 4。 稳定 的 方法 的 多 项 式 o) 不 能 有 模 为 1 而 重 数 
超过 2 的 零点 . 

注 2.2 由 条 件 ( 人 推出 ,只 要 上 是 of) WEA, BAI] 一 1， 
Al | 

Re (o(f)/(e'(Z))) E 0. -o (2.41) 

由 多 项 式 
| PÈ = (Co 1)(5 l), 
of) 一 2 十 一 1 


所 确定 的 方法 是 4 稳定 的 ,并 且 满 足 条 件 Gi) 和 (iv)， 但 不 是 
ACO) 稳定 的 . 原因 是 对 这 个 方法 恰好 出 现 (2,41) 中 的 等 号 。 所 
以 条 件 (i) 不 能 推出 Gil). 

注 2.3 与 注 2 BU, REC Boll) 的 模 为 1 的 根 ， 则 由 条 件 
G) 只 能 推出 

Re (p(E)/(E0'(E))) > 0, (2.42) 
还 不 能 推出 条 件 Gv). Beas 
2 


| p(t) 一 吕 一 二 中 十 一 二 ， 
3 3 
ol) == Z ats + 1) 


所 确定 的 方法 ， 它 是 4。 稳定 的 ,满足 条 件 (i) ， 但 不 是 400) 稳 
定 的 。 这 是 因为 (2.42) 中 出 现 等 号 . | 
例 2.7 ”考虑 例 2.5 中 的 多 项 式 (2.38)， 它 对 应 的 o(5) 为 


OO 1— 4), 


1 +d 
当 了 2t 时 ,了 ive Í 满足 不 等 式 
i—d 2 
—l|< <> -1 + 一 一 一 和 -一 一 ， 
i+d (1 + 24) 


这 表示 OC) 只 具有 模 小 于 1 的 零点 。 再 由 例 2.5 中 的 证 明 , 立 即 
可 推 得 多 项 式 (0/1) 只 具有 模 小 于 1 WZA. 而 对 于 
“一 1， 定理 2.14 的 条 件 ii) wie 由 定理 2.14， 这 个 方 靶 是 
AO) 稳定 的 ， 

在 [46] 中 ,Cryer 提出 这 样 一 个 猜测 ,存在 一 个 正 整 数 入 ,将 不 
存在 阶 大 于 NN 的 4(0) 稳定 的 方法 . 但 Cryer 方法 是 4(0) 稳定 
的 马 步 记 阶 的 方法 ,所 以 这 个 稍 测 不 成 立 。 由 定理 2.13, 5k22 
时 ，4(0) 稳定 的 方法 的 误差 阶 PBR ek, ARTA, 
这 个 界 是 可 以 达到 的 ， 
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ANDES .... 


$5 线性 多 步 公 式 的 刚性 稳定 性 


下 面 的 定义 比 定义 1.7 稍 精 确 一 点 。 设 D, 9, 4 是 正常 数 , 定 
义 集合 
R, = {qlReg < —D}, 
R, = {q|Re q4 S —a, |Img| <9}, 
R, = {q||Req| <a, |Imq| <9}. 
定义 2.1 公式 (2.2) 称 作 是 刚性 稳定 的 ,如 果 它 是 收敛 的 ,并 
且 对 某 正 数 D, 6, a 有 RURCR M RCR, HU RAR, 分别 
是 公式 (2.2) 的 稳定 区 域 和 相对 稳定 区 域 . 


图 :.3 刚性 稳定 性 区 域 


直面 的 定理 给 出 方法 为 刚性 稳定 的 判别 准则 ， 它 仅 利 用 多 项 
A P) 和 ol) MEARE. 

E215 收敛 的 公式 (2.2) 为 刚性 稳定 的 充分 必要 人 条件 是 
(一 (iv) RZ. 

G) 公式 (2.2) 是 4 WER. 

Gi) SHALE 一 1) 的 任何 根 的 模 均 小 于 1。 

Gii) 模 为 1 的 o(f) 的 根 是 单 根 . 

Gv) STÆ oC) 的 模 为 1 的 根 , 则 p(5)/(to'(#)) ERR, 
并 且 是 正 的 。 


证 明 必要 性 ”条件 Gi) 的 必要 性 由 定义 2.1 立即 推 得 . 可 
以 用 证 明定 理 2.15 的 (ii) 的 类 似 的 方法 来 证 朋 条 件 Git). 为 了 
证 明 条 件 (0) ,只 要 证 明 出 [一 a,0] 上 的 gq€ R, 可 以 推出 g€ RR. 
碟 变 换 (2.17) 及 相应 的 多 项 式 r) Aisle), 方程 (2. OERE 

r(z) — gs(z) = 0, 

APA TE oY AE ESE, (2) Als(z) 只 具有 Re z <0 
的 根 , 并 且 有 ag 一 26,, KRR, WARE  S0, b 2 
0. 于 是 对 于 任意 q6 (一 a, 0)，p(z) 一 +(z) 一 gs(z) 是 具有 
非 贫 系数 的 多 项 式 。 现在 证 明 它 的 零点 在 左 开 平面 肉 。 首先 有 
p(0) =a, — qbo 0, 否则 ol) 和 ol) 将 具有 公 因 子 。 另 外 ， 
plz) 无 正 的 零点 。 WEGE p(z) 的 零点 ， 且 有 Re z D0, 
Imz>0. 由 于 ep) 是 具 实 系数 的 多 项 式 , Am? 也 是 其 零点 。 


由 变换 (2.17),“ 一 二 一， 和 《 是 (2.10) 的 两 个 具有 同样 模 的 堆 


凡 , 并 且 模 均 大 于 或 等 于 1。 .这 时 主根 bla) 所 对 应 的 z 应 该 是 
p (xz) 的 正 根 。 这 与 上 面 无 正 根 的 断言 相 矛 盾 .。 因此 对 于 q€ 
(一 a, 0), 多 项 式 p(z) 的 根 均 在 左 开 半 平 面 内 。 这 样 ,对 于 46 
(一 a, 0), 方程 (2.10) 的 零点 的 模 均 小 于 1, BD q€ R. 这 表示 刚 
性 稳定 的 方法 是 4 稳定 的 。 若 “ 是 多 项 式 ot) 的 模 为 1 的 根 ， 
类 似 于 证 明定 理 2.14 的 条 件 (iv) 的 方法 ,我 们 可 得 表示 式 
eH 一 de? 


3 


其 中 d>0, pe SE E 9 x 0， 则 我 们 总 可 以 选取 


pe (=, 22), 使 得 cos(p + $) > 0. 当 取 t= pe’, MEM 
E 充分 小 时 ， 
zg) =E (14 eH atol 


Eo'(E) 1 
的 模 将 大 于 1。 所 以 由 方法 在 R 中 的 性 质 ,推出 一 0.， 这 就 
是 条 件 (iv). 
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-充分 性 ” 设 收 敛 的 线性 多 和 步 公 式 的 多 项 式 off) Moll) w 
足 条 件 (i) 一 (iv)， 于 是 由 定理 2.14 ,方法 是 4(0) 稳定 的 ， 显 然 ; 
由 条 件 (i) 推出 ,存在 一 个 以 了 一 0 为 心 的 贺 盘 属于 这 方法 的 相 
对 稳定 性 区 域 ， 因此 不在 正 数 a 和 09, 使 得 由 它们 定义 的 集合 R, 
和 R 满足 - E 

- RCR, RCR,. 

为 完成 定理 的 充分 性 证 明 ， 仅 须 证 明 存 在 正 数 忆 , 4 g> 

1 时 ,有 Req(5) 一 Rele) /e&)) 之 一 站 。 令 后 ,总 是 
oS) 的 模 为 1 的 根 。 由 条 件 Gi) 可 以 记 

g(t) — e{Z) — e( 23) g 


wm 


a(f)} Cio (č) 《4 一 Ci) 


pl&m) Cn 
Em (Sn) (E — Sn) 
其 中 IO 是 仅 在 单位 圆 盘 内 有 极点 的 有 理 函 数 。 存在 常数 D, 
使 在 单位 加 上 有 估计 O| <D. Ak, Re gl 之 1, 一 定 有 
Re 之 一心. 我 们 看 到 对 于 (2.43) 中 其 它 的 项 和 所 有 14 之 1 有 
Re Fs g |>-+ p(ti) _ 
bo (E) § —C; 2 kio’ (E) i 


(2.43) 


选取 
D = 工 p(5i) 十 D, 
2 i=l To (f;) 


将 能 满足 我 们 的 要 求 。 定 理 证 毕 
注 2.4 由 定理 2.15 的 证 明 可 知 ,刚性 稳定 的 方法 一 定 是 4(0) 
稳定 的 . 但 反之 不 然 ， 多 项 式 
p( 一 下 一 二 总 一 二 ， 
2 2 
3 s 3 
a(f) 3 Č Ce + 7 6 
所 对 应 的 方法 是 收敛 的 和 4(0) 稳定 的 , 但 它 不 是 刚性 稳定 的 . 
例 2.8 4 d D> 24 时 ,对 应 于 多 项 式 (2.38) 的 线性 的 记 阶 帮 
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步 方 法 是 刚性 稳定 的 。 估 此 对 于 任意 阶 P, AFE b MORNE 
定 的 方法 ， 

下 面 来 证 明 对 于 任意 给 定 的 正常 数 D 和 任意 的 正 整 数 《， 忌 
可 以 找到 满足 d 之 2° 的 数 4, 使 相应 的 Cryer 方法 是 刚性 稳定 
的 有 & 步 及 阶 方法 ,并 且 有 Ri 一 {gq|Re gq 三 一 D}CR. 

设 D 和 给 定 ,考虑 4 之 2k AY Cryer 方法 .为 证 明 上 述 晰 
言 , 只 须 证 骨 总 可 选取 参数 d, EMMA pE [0,27] 有 

Rea(e?) 一 Re(ple’?) /ale’?)) > —D, 
为 此 ,用 r) 和 s) 来 表示 9， 作 一 些 运 算 后 ,得 到 
a(z) 一 rlz) _ r(dw) 


s Cz) s(dw) 
= Tlw) + 210 + w) llw 
d(i + w) > 


H z= dw, Tw) 由 例 2.5 中 给 出 ， 由 于 变换 
f>z=C+1)/C—1) 

将 单位 贺 映 射 到 虚 轴 上 , 我 们 必须 考虑 q(iy)，y 为 实数 。 EA 

2.5 中 已 指出 对 所 有 的 实数 ”和 所 有 的 d S24" 有 估计 


IT.Gy)| S == max (1, yi), 


因此 有 


ARA [(1 +w) — iwQ + w) 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 ， 
FA Ene RH Rew 一 0 上 无 极点 。 因 此 存在 常数 C "使 对 所有 实数 
y 有 合计 | 
aCe 
(1 + ty )Riy 
选取 


d = max f, (c++)/o}, 


则 对 所 有 实数 ”有 


1 G ) 
一 一 (一 十 C | 的 也， 
lg(iy) | 7 (D 


因此 有 Re g(iy) > 一 D， 这 就 是 要 证 明 的 . 
EERE, 我们 得 到 Cryer 方法 的 稳定 区 域 含 有 图 盘 


1 /1 
faal < 和 + c )) 
的 整个 外 部 ， 在 图 2.4 H EH S k = l, 2, +t, 7, d = 24+ 的 
Cryer 方法 的 稳定 区 域 ， 这 些 区 域 是 在 复 平面 上 通过 描 出 曲线 


9 = ple) jole), pE LO, 21] 得 到 的 .由 于 区 域 对 实 轴 是 对 称 
的 我们 省 掉 下 半 部 分 ， 


图 2.4 Cryer 有 & 步 方法 的 稳定 区 域 
k=l, “3…? 79d = 2 +1) 在 贺 的 外 部 是 稳定 的 


在 表 2.202) 中 列 出 Cryer 方法 的 4(a) 稳 定性 和 刚性 稳定 性 
的 参数 DD 和 a， 其 中 参数 史 的 括号 中 的 数 表示 括号 前 的 数 应 乘 上 
10 RR., 表 2.2(6) 说 明 当 i 增加 时 , a 收 伍 到 83.59561833? ,而 
了 收敛 到 零 。 这 与 上 面 的 证 明 结果 是 一 致 的 . :应 该 指出 ， 当 万 或 
i 增 大 时 , eC) 的 系数 的 绝对 值 变 得 非常 小 ,而 ofS) 的 系数 变 得 
FRA, 它们 之 间 的 相对 最 级 差 得 很 多 。 
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2.2 Cryer 方法 的 Ala) 和 刚性 稳定 性 的 参数 a。 和 DP 


(a) d = 24+, k = 1, 2,.…,16. 
- 一 
4 稳定 4 稳定 
Ase | 4 稳定 
1.17( 一 3) | 88.8° 
3.31( 一 3) | 86.3° 
4.03( 一 3) | 83.6° 
3.60C—3) | 81.0° 
2.75€—3) | 78.5° 
1.90( 一 3) | 76.3° 
1.24( 一 3) | 74.2° 
7.74(—4) | 72.3° 
4.68(—4) | 70.5° 
2.76(—4) 
1.59(—4) 
9.07 —5) 
5.10(—5) 
2.84(—5) 
本 e HW Ë 


(b) k = 5, d = 2%, i = 1, 25-510 


ix 


NL 


83.58858608 ° 


83.59386044° 


83.59517887° 
83.59550847° 
83.59559087° 
$3.59561147° 
83.59561662° 
83.59561791° 
83.59561829° 


83.59561831° 


$2 的 材料 主要 取 自 Dahlquist [48], Liniger[ 77] 种 SeninL59}. 
$3 的 材料 取 自 Widlund[113】 和 Ngrsett [89]. 
$4 的 材料 取 自 Cryer[46] 和 Jeltsch[ 64}. 


$5 的 材料 取 自 Jeltsch[ 64}. 
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第 三 章 ”向 后 差分 方法 


同 后 差分 的 数值 积分 公式 
k 


> + VV nek = hfatk (3.1) 


i=] f 


可 以 用 来 计算 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解 是 早 就 知道 的 ， 但 是 由 
于 它 仅 当 0 < k< 6 时 才 满 足 零 稳定 性 条 件 , 并 且 精 度 阶 比 通常 的 
Adams-Moulton 方法 要 差 一 点 (公式 (3.1) HREM k, RD 
的 Adams-Moulton FEMME EA + 1) ,所 以 在 实际 中 几乎 设 
有 使 用 公式 (3.1)。 直 到 1968 Æ, Ger 指出 它 在 无 穷 远 处 具有 好 
的 稳定 性 质 , 即 具有 他 所 提出 的 刚性 稳定 性 ,并 且 以 公式 (3.1) 为 
基础 编制 了 一 个 求解 刚性 微分 方程 组 的 通用 程序 包 .。 从 这 以 后 ， 
公式 3.1) 才 得 到 广泛 的 应 用 和 详尽 的 研究 。 据 文献 [55] 中 的 对 
求解 刚性 方程 的 许多 方法 的 比较 , 向 后 差分 公式 (3.1) 是 效果 最 好 
的 几 个 方法 之 一 ， 十 多 年 来 ,虽然 已 提出 过 许多 有 效 的 算 夸 ,但 是 
它 仍 然 是 最 有 效 的 通用 算法 . 究 其 原因 ， 主 要 是 它 具 有 下 面 的 三 
RA: 1) 容易 改变 阶 和 步 长 ，2) 能 够 应 用 高 阶 的 和 高 稳定 的 格 
式 ，3) 每 前 进 一 个 步 长 解 隐 式 方 程 组 所 需要 的 工作 量 比 较 小 ， 显 
然 一 个 算法 若 要 具有 与 Gear 算法 可 比较 的 效果 ， 至 少 必须 具有 
上 述 的 三 点 。 但 是 从 目前 的 方法 来 看 ， 同 时 满足 上 面 的 三 点 的 方 
法 是 较 难 找到 的 . 


$ 1 向 后 差分 公式 


对 于 数值 积分 初 值 问题 
d 


SY = f(t, y), y(0)=% (3.2) 
at | 
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的 差分 方法 通常 是 先 将 问题 (3.2) 的 微分 方程 化 成 
¥CUtn+s) 7 y(t,) = | l, y(z)) dt m 


然后 用 插值 多 项 式 代 赫 被 积 肖 数 ， 再 通过 积分 插值 公式 的 基 消 数 
得 到 差分 公式 .另外 ,也 可 以 直接 用 插值 多 项 式 来 近似 y@) ,然后 
再 通过 微分 得 到 yy RE 3.2) 中 微分 方程 左 闻 以 导出 差分 公式 ， 
这 一 讨论 用 后 一 种 方法 ， 

区 tas intis stare FEA TRIE ABA yo) 的 插值 多 项 式 
Pa) 为 


PQ) 一 > (一 1)” (5) V"Yntks (3.3) 


m= 0 


其 中 
(un 


(£) -= 4(4— Dg—m+1) 24 2 


$ 
m m! 


t 一 teen 
h 
在 向 后 差分 V7, Hy E YOE A ta CHIE. ER 
tni 处 对 函数 PC) 求 导 得 


= 


R 
, 1 
P (inti) = z ` Oj,m VY” Ya+ks (3.4) 


m= (0 


其 中 
一 3 
Bim 一 【一 D Z ( ) 
dt mM /t=tn4; 


m df 
=(—1) SA m Jaan. (35) 
& P'Ctasi) = fUnsis Yori), 我 们 得 到 方程 (3.2) 的 专 分 近似 
e 64 > 


È 
> Bj,m VY” Yntk = hnti. (3.6) 


现在 来 计算 im, WR m>k—i, MAZHAR RRE 
~ a & fsist]1)--:(s + m— 1) 
"hom ds | m! han 
=} lim s(s+1) e (s+k—i— l!l) 
mI! s>- j) 
X (s+ k—i t+ i) els +m —1) 
= (— 1) ti K=D Im 一 万 十 1 一 1)! ; 


mı 


对 于 m ok—1, 直接 微分 不 太 方 便 , 可 以 应 用 生成 函数 来 建立 。 
设 


DiG) 一 Š Dim”, 
m= 0 


于 是 我 们 有 
(No Sp 4 (7 
Dile) 2 ( r) ds ( m Jan 
dÍ SS (一 m 
ds (> | m )— r) ) 
一 d 一 一 
ds $ r) mat 
_d —slogUi-r) 
o ds . a. 
因此 有 
Di(t) = —log(1 =) (1 一 说 4 , 
1X BE EE H 


1 


Bin + Sint + Biat + ee: -(:+4 P + t+ e) 


© 65 © 


(Do 
SRK AR A dio = 00) 一 0, 1, 2,….) 和 


ne BTS) 
O m m1l\ 1 m—2\ 2 


+ (De 人 m<t—i, 


mn 1 f7- 


m m—li m — 2 


~; 1 
+ (-1)ti Lm > ki, 
) kE] k 


由 这 公式 ,我 们 特别 可 以 得 到 
bem =, ml, 
bo = 0, 

这 时 公式 (3.6) 取 形式 


5 — V” Yasa 一 hese. (3.7) 


为 了 得 到 公式 (3.6) 的 局 部 截断 误差 , 我 们 引用 如 下 的 引 理 . 
引 理 3.1 令 J 是 含 《 十 1 个 不 同 的 点 1,(v = 0,1,--- OB 
最 小 区 间 ,函数 a(z) 具 有 《十 1 阶 的 连续 导数 , P(z) 是 以 i, 为 节点 
的 z(?) 的 插值 多 项 式 ， 于 是 对 于 每 一 个 o 一 0,1,---,4), 存在 
数 & € 使 得 有 
z (1) — P(t,) 一 


gtt (ENL (2, 
= 可 OL (7,), 


其 中 L@) = G—aA)G—4)---G— 4), EE. 
由 引 理 1 a 人 式 (3.6) 的 局 部 截断 误差 为 


NS) (nti), ts CÈL bathe 


a 
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它 还 可 以 表 成 


ARS) yF OCE), In CE L bagy, 
对 于 公式 (3.7) 的 局 部 截断 误差 为 


| Hi ARID YREDCE) ty LE < tase, (3.8) 
将 公式 (3.7) 写 成 一 般 的 线性 多 步 公 式 的 形式 ,有 
1 | 
Yate = Dj ynti + ABihare. (3.9) 


对 于 《一 1,.…,6, 公式 (3.9) 中 的 系数 o,f, 由 表 3.1 BH. 
训 3.1 身后 美 分 方法 的 系数 


4 5 6 
2 6 12 60 60 
Ba l 3 Ti 25 137 147 
| 2 3 12 _ 10 
Eo l 了 li 25 37 147 
at 4 -2 16 一 _ 一 一 
3 11 25 137 147 
a 18 _ 36 200 _2 
; ] 25 137 {47 
48 300 400 
Œ, — 一 一 一 ~ 
25 137 47 
| 300 450 
a, — — m 
| 137 147 
; 560 
| 147 


AAGI )FE—P AAD E, Fa BA — PS ST ER Yser 可 
以 将 这 种 预 估 方 程 取 为 


l 1 
Yaak = >) OF nas H ABT for, (3.10) 
jx 0 


选取 其 中 的 系数 号，i 一 0,1,…, 闵 一 1 和 也- 使 公式 (3.10) 的 
精度 阶 也 是 +。 于 是 可 以 用 公式 (3.10) 作 为 预 估 求 出 yer, 的 初 值 
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y 外 ,再 用 公式 (3.9) 来 进行 校正 , 求 出 满足 方程 
k-1 | | 
Yn+h = > Qi Ynti 十 hB i fCtn+es Vere) (3.11) 


的 解 vers, GIDE vor, 的 非 线性 方程 组 ， 对 于 非 刚 性 方程 , 若 
用 简单 迄 代 法 求解 (3.11), 即 


| 一 
ina = > OiYnti 十 ABC inir Yaar), (3.12) 


hoh 由 方程 (3.10) 给 出 。 为 了 保证 迭代 (3.12) 的 收敛 性 , 要 
求 有 7 
af 
ABs ay | <i, (3.13) 


对 于 刚性 方程 ，Jacobi 矩阵 的 模 t | 很 大 ， (3.13) 是 对 五 的 另 一 


种 限制 , 它 类 似 于 第 一 章 $ 1.1 中 讨论 的 计算 稳定 人 性 对 步 长 上 的 约 
束 。 因 此 满足 (3.13) 的 % 必须 取得 很 小 。 为 了 克服 这 种 困难 ， 通 
常 采 用 Newton-Raphson 方法 或 者 修改 的 Newton JE. BRA 
Newton-Raphson 方法 ,迭代 格式 (3.12) 换 成 


太一 
yo 2 一 一 »> Gyn — ABr tases yom |, 
| i=0 
(3.14) 


其 中 
(m) 一 一 I —} Of (m) ~ 15 
W 4k Pk By (fates Vark ‘ (3. ) 


将 wD, 用 某 一 个 固定 的 量 来 代替 ,就 得 到 修改 的 Newton 方法 . 
Gear 以 公式 (3.10) 和 (3.11) 为 基础 编制 了 一 个 求解 刚性 方程 
组 的 程序 包 cu， 这 个 程序 包 具 有 自动 变 阶 , 变 步 长 和 选取 计算 起 
始 值 的 特点 。 这 就 是 所 谓 的 自动 积分 ， 即 只 要 给 出 微分 方程 组 的 
初始 值 , 程 序 就 能 自动 地 计算 出 使 用 公式 (3.10) 和 (3.11) 所 需要 的 
起 始 值 ,并 且 在 数值 积分 的 过 程 中 ,根据 给 定 的 精度 要 求 改变 积分 
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步 长 和 积分 公式 的 阶 ， 使 计算 工作 量 尽 可 能 小 。 下 面 我 们 对 程序 
包 中 所 用 的 一 些 处 理 作 一 简单 的 介绍 。 

首先 Gear 为 了 变 步 长 和 变 阶 的 方便 ， 将 方法 表示 成 Nord 
sieck 形式 . Nordsieck 提出 贮存 Yn, hyn, 全 yw 的 近似 值 来 代 | 
BIE yVORASRESTPHU ALITA. HHA 
变 步 长 所 需要 的 附带 计算 简单 一 点 。 将 方程 (3.2) 的 解 y(z) 及 其 


“各 阶 导数 展 成 Taylor 级 数 ,并 乘 以 因子 3 我 们 得 到 


2 
y(t +h) = yQ) + 二 yC) 十 ~ y (e) 
十 h* yn) + h y) p 
31 41 ? 


2 
i y(t + h) = 4 MOETE = O 


h? 


+3- 3 y(t+4. 


h! yI Ce) 十 - 
41 


h’ a h) h? ( ) 3 CILE) 
—y G+ h) = — a 3 eM t 
21° .21 ne 


4 
+6- i- yG) pore, (3.16) 
id 
h, Bo, hk | 
Sn ns nas ns sy > Jn 9 3.17 
E 11279,” a? (3.17) 


其 中 yn, vane s+ sce VCs), Cn) 的 近似 值 。 如 果 公 式 中 所 
用 的 导数 多 ， 表 示 式 (3. 17) 中 可 以 含有 更 高 阶 的 导数 的 信息 - 由 
(3. 16), Bat 可 由 an 来 预 估 


Zar = AZs, (3.18) 
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其 中 矩阵 4 是 Pasa LEAK., CSR G1) 元 素 是 O 
j- Wy 、 


或 者 为 零 (i <i), 例如 对 于 6X6 Pascal HM, A 


1 1 1 1 1 1 1 
1 2 3 4 5 
1 3 6 10 I5 
A = 1 4 10 20 
1 5 lS 
l 6 
1 


容易 看 到 ,公式 (3.18) 未 用 到 微分 方程 , 从 数值 计算 来 看 它 是 
不 稳定 的 ， 为 了 克服 这 种 不 稳定 性 ,再 加 上 一 个 校正 迭代 ,而 把 公 
式 (3.18) 仅 作为 零 次 近似 ， 完 整 的 公式 为 


0 
zo) = A Za, 


Batt” = zari + ly F (zr ), 


这 就 是 公式 (3.10)、(3.14) 的 Nordsieck 的 矩阵 表示 形式 ， 其 中 量 
l, w, F 的 具体 形式 在 下 面 确定 . 
为 了 由 公式 (3.10)、(3.11)、(3.14) 来 确定 (3.19) 中 的 未 确定 的 
量 , 我 们 将 公式 (3.10)、《3.11)、(3.14) 表 示 成 滤 阵 形式 ， 
公式 (3.10)、(3.11) 中 所 需要 贮存 的 信息 是 Vantks Yn+k-13°°*9 
Vas hYn+ks > 
Yate = [Yn+ks hYntk» Vntk-ty “" "5 Yal’, (3.20) 


由 (3.10) 式 ,并 将 (3.11) 式 左 端 的 Yate 代 之 以 (3.10) 式 右 端 , 解 出 
hYntk = hf (tases Vath) > EHA 


YO. = BY pais E (3.21) 


(3.19) 


其 中 
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| By Pe Bx k 
B — | 1 | 0 0 ... 0 è (3.22) 
0 Q 1 
0 0 0 1 0 


若 用 简单 迭代 法 , 可 推 得 下 面 的 迭代 格式 
Ye = ys — BALAI, — Af Unies Varn] 
phys 一 Ayre E [一 人 yat 十 hf Ctatks York) ] 


(3.23) 
= Yark— > Op Vatis | 
YS h k-i = IYate-ig 7 一 1， 4， k. 
一 般 可 得 

Ying? = YOR, IFOR), (3.24) 

其 中 
] = (+8,,+1, 0,-°°, 0), (3.25) 
F(YS),) = — Ay, + Ca a, York ) 。 (3.26) 


记号 1F 表示 一 个 向 量 , 其 第 i 个 分 量 为 1 的 第 i SOBRE FF. 
为 了 将 公式 (3.21)、(3.24) 转 换 成 用 基 向 量 z。 来 表示 ,只 要 求 出 由 
Y, 到 z, 的 转换 矩阵 0, 使 
Za = OY,, 

把 (3.21) 和 (3.24) 的 两 端 乘 上 O, F | 

z9% = OY, 一 0BY = OBO arg, (3.27) 

gt = OYM = OY™, + OTF (O72) 

= 2% + OIF(O 2%), (3.28) 

ines ODD HAE Ya Mz. 对 所 有 次 数 不 超 过 《 次 的 多 项 
式 的 等 价 性 来 构成 。 由 于 FOR) OUR Ah Sh, 所 以 
HE FOS) 一 FCO) 一 FC). 由 于 (3.27) 和 (3.18) 
对 所 有 次 数 不 超 过 次 的 多 项 式 铺 确 成 立 , 5 可 以 推 得 
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OBQ' =A, 
令 l= Ql = [h,a 则 迭代 (3.27) (3.28) TA idm 
Bath = AZntk-is 
Span == than t LFC enir). 
象 迭代 格式 (3.12) 一 样 ， 对 于 刚性 方程 ,格式 (3.29) 的 收 伍 性 要 求 
步 长 非常 小 ,需要 采用 Newton 方法 来 求解 。 如 果 (3.29) IA, 
2), 将 收敛 到 | 


(3.29) 


Sate = OGL, + lw, (3.30) 
其 中 必 满 足 | 
F(zntr) = F(z + lw) = 0, (3.31) 
应 用 Newton 方法 求 方程 (3.31) 的 解 w， 我 们 将 得 到 迭代 
Wimt T Wom) F | Fant + wim), (3.32) 
如 果 记 zir = zeke 十 lay, (3.32) RBM 
rig? = 28 — I i oF 中 F(2%), (3.33) 


由 于 F (2544) = hynna + Minaa, yah) 有 
= | OE, = Of 
w |2 中 |- LI+ al, a , (3.34) 


其 中 h = +r h = +, 我 们 看 到 之 依赖 于 方法 的 阶 ( 通 过 ba), 
h 和 ay .如果 61/6y 是 慢 变 的 (在 实际 中 经 常 发 生 ), 则 对 一 步 或 


基 中 岁 长 和 阶 不 变 的 若干 步 ,在 过 人 (3.33) 过 程 中 w 将 变化 不 大 . 
在 Ger 的 程序 中 利用 了 这 个 事实 。 只 有 在 第 三 次 迭代 误差 仍 不 
小 的 意义 下 , 当 改 变 阶 或 校正 量 WFC), REDRAW, 
Heri. 
ER 3.2 中 列 出 ! 的 各 个 分 量 , 它 相应 于 表 3.1 中 列 出 的 系数 
BDE. | 
利用 基 向 量 *。 实 现 程序 的 变 步 长 和 变 阶 比较 容易 。 原 因 是 
种 用 基 向 量 s。 容 易 进行 误差 估计 和 公式 的 起 步 。 不 面 我 们 叙述 
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表 3.2 方法 (3.33) 的 向 量 / 的 分 量 


Gear 的 程序 中 的 一 些 处 理 . 
对 于 & 阶 方法 ， 在 计算 过 程 中 ， 解 向 量 z, 的 最 后 一 个 分 有 


zs 是 和 yO, HERES 
k 
Ven? = r O 一 yi), (3.35) 


MY Ven? 给 出 量 AR ORY 的 一 种 估计 .可 以 从 两 个 方面 来 应 
HE ve. 一 方面 当 积分 方法 改 成 《十 1 阶 方法 时 ， 可 以 将 


Lge) yk+D z 
piy V” 作为 是 y ? 加 到 z。 中 而 成 为 它 的 第 


十 2 个 分 量 .。 男 一 方面 可 以 利用 它 来 进行 误差 俩 计 . 
我 们 知道 ,对 于 万 阶 方法 ,每 步 的 局 部 截断 误差 是 


cpushtty ht + OCAEH) 。 (3.36) 
其 中 crn 依赖 于 所 使 用 的 方法 。 对 于 公式 (3.7), 由 (3.8), 得 
© k+1 = =e (3.37) 
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我 们 略 去 (3.36) 中 的 第 二 项 ,只 估计 第 一 项 。 利 用 量 vee, xt 
误差 可 近似 地 表示 成 | 
Cry hbtty er =: cak! Ves, 
因此 ， 若 计 算 过 程 中 要 求 每 步 的 局 部 截断 误差 小 于 预先 指定 的 误 

ZE s、 必 须 选 取 步 长 4”， 使 得 有 

cenk! |V2S?| <e, (3.38) 
当 积分 一 个 方程 组 时 ,希望 控制 每 个 分 量 的 误差 ,对 于 选 定 的 权 向 
E w， 要 求 选取 步 长 使 得 不 等 式 


g Q) 
= Crk! 


成 了 ,其 中 方程 组 的 每 个 元 有 一 个 VP 分 量 和 权 分 量 . 外 .| 是 
Li WA. EH Li 范 数 是 因为 在 计算 机 上 计算 可 快 一 些 。 也 可 
以 使 用 最 大 模范 数 来 计算 . / 

在 Ger 程序 中 基本 步 长 的 控制 程序 是 积分 一 步 并 且 检 验 
(3.39) 是 否 成 立 。 如 果 (3.39) 成 立 , 则 接受 这 一 步 ， 否 则 就 抛弃 这 
一 步 。 对 于 下 一 步 或 重新 计算 抛弃 的 步 ， 所 用 的 步 长 估计 为 ah, 
其 中 a 由 等 式 


<= 8 (3.39) 


(k) 
gta || Ven 
c 0 一 一 一 一 
ask } 


= g 
2 


来 确定 。 如 果 采 用 这 个 步 长 , 并 且 误 差 正 好 又 与 AM 成 比例 ( 即 
Vie? 不 变 ), 则 下 次 检验 (3.39) 时 ,(3.39) 正 好 满足 。 但 是 yz 多 不 
总 是 不 变 的 。 所 以 为 了 保证 不 等 式 (3.39) 能 够 满足 ， 常 采用 稍 小 
一 点 的 步 长。 在 程序 中 由 
afe 1 
1 .21 crk! Ven 


了 1 二 十 1 
a, = 


w 


UE. ATEN, RAL EBT AA PRAMS Ke, 
由 于 


g(t _ ake y+ 
mR Oo? 
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At 
st) as A yo ， 


则 车 在 R 十 1 阶 和 天 一 工 阶 公 式 中 可 用 的 步 长 记 成 ah, a 可 估计 
yy | | 


5 1 | 对 于 十 1 阶 公式 
Qr = ——] -一 一 一 一 一 一 一 一 Ay 
4|e || yL i ? 
tt/ 2 
1 > 1 UR | 
a, 一 -一 一 | 一 一 TFR—14t% 
w da 


其 中 因子 1 4 和 1 3 的 选取 是 这 样 考 虑 的 ， 一 方面 要 尽量 保 皖 
原来 的 公式 使 不 等 式 (3.39) 成 立 。 另 一 方面 尽量 不 改变 险 ， 因 为 
变 阶 时 需要 额外 的 计算 时 间 ，, 在 需要 变 阶 时 尽量 利用 降 阶 ,因为 它 
每 步 所 用 的 工作 量 稍 少 一 氮 ， | 

在 积分 过 程 中 ,每 一 步 都 计算 Bp, Oki 各 Op+is 选取 其 中 的 最 
大 的 a， 以 确定 下 一 步 采 用 的 合理 的 步 长 和 阶 . 但 是 在 具体 程序 
中 ,每 步 改 变 步 长 和 阶 不 一 定好 ，Gear YET PRA: 

1. 如 果 这 一 步 失 败 , 则 估计 æ, 

2. 在 上 一 次 改变 阶 或 步 长 以 后 的 & 十 工 步 , 佑 计 xc( 使 阶 或 步 
长 的 改变 不 频繁 )， 

3. 如 果 在 上 次 估计 e 时 步 长 不 放大 ， 则 在 其 10 步 后 估计 a 
(这 可 以 减少 过 于 频繁 的 附加 计算 ). 

积分 时 ,从 一 阶 公 式 和 开始 , 取 zo = (Yo, AV. Hy BEM 
的 ,而 hy 一 hf(0, y). 因此 程序 的 自 开始 是 不 成 问题 的 、 步 长 
和 阶 的 控制 程序 能 把 步 长 和 阶 增 大 到 符合 要 求 的 程度 。 在 降 阶 
时 , 取 ocx, 去 掉 基 回 量 中 最 后 一 个 分 量 。 当 提高 一 阶 时 , 取 arn, 
将 基 回 量 的 最 后 一 个 分 量 的 向 后 差分 除 以 《十 1， 并 且 把 它 加 到 
基 同 量 中 去 作为 最 后 一 个 分 量 , 使 方法 变 成 《十 1 人 阶 的 ， 

在 [55] 中 ， 对 求解 刚性 方程 的 一 些 数值 方法 进行 了 严格 的 数 
值 比 较 ,证 明 Gear 的 程序 一 般 是 很 有 效 的 ,只 当 方程 (3.2) 的 右 函 
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数 的 Jacobi 矩阵 的 某 些 特征 值 接近 于 虚 轴 时 ，Gear 的 程序 才 出 
ARE, FERRER. 出 现 这 种 现象 的 原因 是 由 于 (3.7 ) 的 高 
阶 公式 的 稳定 性 区 域 包含 虚 轴 的 邻近 部 分 比较 小 引起 的 CL 82). 
为 了 克服 这 个 缺点 ,许多 作者 研究 了 探测 并 克服 不 稳定 性 的 技巧 ， 
来 改革 Gear 的 程序 ， 
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这 一 节 讨 论 向 后 差分 公式 的 稳定 性 。 k 步 向 后 差分 公式 
(3.7) 可 以 由 多 项 式 


k 
OEDI F (1 一 E, (3.40) 
j= 1 
o(&) = & (3.41) 
来 确定 。 应 用 于 试验 方程 
多 = ày, y(0)= 1, (3.42) 
得 到 特征 方程 
eff) — qo(E) = 0, g = ìh, (3.43) 
于 是 通过 
MORESEE oe 3.44 
q HE) 2 (1 — Ey, (3.44) 
img 
l 
= Reg 


3.1 一 阶 向 后 差分 方法 向 后 Euler 方法 的 稳定 区 域 ， 在 闭 曲线 
围 成 的 图 形 外 是 稳定 的 
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可 以 画 出 使 (3.43) 的 根 满 足 根 条 和 件 的 稳定 区 域 的 边界 。 Söder 
nd) 精确 地 描绘 了 《一 1, 2,… 8 的 公式 (3.7) 的 稳定 区 域 的 边 
界 , 见 图 3.1 一 3.13。 从 图 中 ,我 们 立即 看 到 , 当 《一 1, 2 时 ,公式 
(3.7) 是 4 稳定 的 . 当 《一 3, 4, 5，6 时 ,公式 (3.7) 是 刚性 稳定 
的 。 当 二 7, 8 时 ,公式 (3.7) 的 多 项 式 off) 将 不 满足 根 条 件 , 因 
而 不 是 零 稳定 的 . 


img 


Reg 


3.2 二 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域外 部 ) 


3.3 三 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域 ( 外 部 ) 
# 77 $ 


img 


图 3,4 四 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 城 ( 外 部 ) 


Img 


-0.5 0.5 Req 


图 3.5 ”四 阶 向 后 差分 方法 稳定 区 域 在 原点 附近 的 边界 
Cryer? 证 明了 下 面 的 结果 : 
定理 3.1 4HR ISk<6 时 ,多 项 式 p(&) 满足 根 条 件 ， 
下 面 我 们 来 证 明 这 个 定理 ,这 里 采用 Creedon 和 Miler 给 
HH AYE AA 
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img 


图 3.6 五 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域 ( 外 部 ) 


img 


-0.5 0.5 - Reg 


图 3.7 五 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域 在 原点 附近 的 边界 
RTZEA (A, h, A) 型 的 , MRE RBM, CA 
A 个 零点 在 单位 圆 内 , 有 h 个 零点 在 单位 加 上 ,而 有 ps 个 零点 
在 单位 加 外 .为 了 证 明定 理 1 ,我 们 将 重复 地 应 用 Miller [82 ,83， 
84, 85) 中 给 出 的 判 绚 多 项 式 型 的 缩减 过 程 ， 


» 79 +» 


| "9 


Req 
3.8 六 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域 (外 部 》 
| 
0.5 
-0.5 0.5 Reg 


图 3.? 六 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域 在 原点 附近 的 边界 


引 理 3.2 (缩减 过 程 ) $ 6) 是 具有 实 ( 或 复 ) 系 数 的 吉 次 
PWA, $ 
b*(E) = E” p(t) 
各 
PCE) = (6*(0) P(E) — AACE, 
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图 3,10 七 险 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域 


Img 


图 3.11 七 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域 接近 原点 的 边界 轨迹 
如 果 jg O| æ 18(0)|， 则 8p(E) BABA, Pi, Ps), 
Pi t h tpm 
AY oe Be 
G) [$9 (0)| > (pCO) | SE) BO, — 1,717) BY, RA 
Gi) [6*(0)| < 1¢(0)| 和 0) BGs — 1, hs P) 型 的 . 
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3.13 八 阶 向 后 差分 方法 的 稳定 区 域 接 近 于 原 感 的 边界 轨迹 


这 个 缩减 过 程 的 重要 点 是 在 所 述 的 假定 下 ,通过 考察 
16*(0)| — 19(0)| | 
的 符号 , 可 以 将 oE) 的 型 与 $(E) 的 型 建立 联系 ,并 且 AE) 的 
次 数 比 oE) 的 次 数 少 一 . 
将 定理 3.1 归结 成 下 面 两 个 引 理 : 
引 理 3.3 HF S13, ZHR p(E) 不 满足 根 条 件 。 
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引 理 3.4 对 于 ISR S6, 多项式 off) 满足 根 条 件 . 对 于 
7 委 4《 委 12， 多 项 式 p(E) 不 满足 根 条 件 。 | 
下 面 给 出 引 理 3.3 的 证 明 。 由 于 每 个 多 项 式 。 HARS = h, 
引进 多 项 式 | 
Poa(E) = plE)/(E — 1), : 
其 中 p(&) 是 将 (3.40) 中 的 《 换 成 《十 1 所 得 到 的 多 项 fist, be @ 
je k REI. 对 于 i=l, +k, RUWE XR i RERA 
pi @ 一 bial). ; 
由 于 eE) = E — Dhal) ME =H 1 AE CE) 的 根 ,可 
以 推出 如 果 doli) 满足 根 条 件 ， 则 oS) 也 满足 根 条 件 。 为 了 
证 明 引 理 3.3， 只 要 证 明 对 所 有 《之 12， 有 
(a) 165.400) | > jeo) (由 缩减 过 程 ， 这 推出 如 果 bik 
是 (Z — 1, Pis P3) 型 的 ， wij hol E) 是 i Pas Ps) 型 的 ). 
(6) LP Ol > bal OLGA WR 和 ,x(§) BCA 
2, P2, Ps) 型 的 , 则 Ai, 是 (Pi 一 1, 7;, Ps) 型 的 ). | 
Ce) 1K COD] 过 16,x(0)1( 这 推出 ,如 果 bs, (EE (Ps — 1, 
Pry Pa — 2) 型 的 , 则 da E (A — 2, Pas P) 型 的 ， 这 时 ps 之 1， 
所 以 至 少 有 一 个 零点 在 单位 加 外 )， 
为 了 证 明 (2). (4). Ce), 我们 需要 和 ,x 的 前 三 个 和 最 后 
系数 。 记 | 
PoC È) = a +t ag +--+ tagt, 
FHERAIMAN ARDS RRR. 由 don 的 定义 ， 通 过 
一 些 代数 运算 ,不 难得 到 
a = (—1)*(R +1)", 
a = ag t (L) + RY, 
a, = ag + (—1)*(R/2 + GR — 1) R’, 


k 
=>) G+1)'>0, 


7=0 
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ape, ed = A+ I St, 
dp- = ap + (k= 4(kK+ 12/4 > 0, 
应 用 这 些 关 系 式 ,并 进行 一 些 运 算 , 我 们 得 到 
pel0) | — ipa(0)| = 44 — laol >O 
这 就 证 明了 a). 类 似 地 ,我 们 有 
a Pa (0) = aa, — aoka, 
prO) = a, — ai > 0 (由 (a))， 


AH 
Via) — daO] = țar — 1 e K) 


十 1 一 (人 十 1 一 二 0， 
这 就 证 明了 (6). 最 后 ,我 们 得 到 


中 (0) = (ah — ai) (4,4, 一 da p-2) 


=- (4,0, 一 ETERNI CITE — aoti), 


$3,440) = (aj 一 aj)’ — (aza; — aoga) >0 (由 (4)) 


和 
(0) 一 (一 D)tb l0) = (ag + [aol GCA), 


其 中 


+ (54/4 + 3/2 + 2—1) 


— (4Q+1))'-—Q+ 3>), 
h, = 之 ， (7 十 1), 


如 果 对 于 所 有 的 《之 12， 有 p(’) <0, W 
(一 1)*d,,,(0) > o7,,(0) > 0, 
(Cc) 得 证 ， 于 是 我 们 只 须 证 最 
(i) p(12) < 0 
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p(k) = (a, 一 |ao| (ai — a} — Ap | aa + |ao|ag-2) 
+ (Jagal 一 [al| Cag} ar — | ao | |@,-1|) 


= hi — (k/2 +1 + RHI) AH ID YA 
— ko 


— kt — (R41) ag — A 1/4 RO 


EE "1" "1 


和 

(i) MPRA & 12, ¢e(4 + 1) < pA), 
现在 p(i2) 一 P(12), 其 中 

Pix) = x — (7 + 1/11 + 1/1302 
+ (16+ 1/2 + 1/22 — 1/12 + 1/17 
— 1/13?)x — (12 + 1/4 — 1/12 
— 1/52 — 1/13). 
由 于 P(1) <0, P(2) > 0, PG) <0 和 PC3.2) <0, IE fue 
(3, 3.2), 推出 PO) < 0， 这 就 证 明了 (i)。 为 了 证 明 Gi), 我 们 
注意 hen = Apt (CR +2)7, Aik 

plk +1) =h — (k/2 + 3/2 +R 2k +2) A 

“+ (SR/4 +7/4 — (2k8)7' — (k +1)” 

~ RHI k ARADA RHD. 
由 于 对 于 所 有 的 * 12,8 h Shu > 3， 因 此 推 得 

p(k +1) — p(k) < — (hi +1) — 29/4 <0, - 

下 面 给 出 引 理 3.4 的 证 明 ， 由 于 当 A& 一 工时 ，p(5) 恰好 只 有 
DE 一 1 对 于 《一 工 的 情形 ， 引 理 显然 成 立 ， 于 是 只 要 
EBA: - 

(i) 对 于 1 < 二 5 Pol E) 满足 根 条 件 . 

( 对 于 6<MR<1, dol) 不 满足 根 条 件 ， 

通过 直接 计算 多 项 式 内: 一 0,1,---,4—-1, 重复 应 用 缩减 
过 程 ,我 们 来 证 明 Gi) GD, HFRS 多项式 din ER 
3.3 RAE. : 

为 了 证 明 (i ,由 表 3.3:, 不 难 检 验 , 对 于 满足 1 委 & 委 5 的 每 一 
个 对 于 :一 0,1. 《一 1 ORO) | > Idil A 
由 缩减 过 程 , hoe 是 (A, 0, 0) 型 的 。 为 了 证 明 ( ,我们 注意 到 ， 
BMF R= 6, 对 于 1 一 0,1, 2, 3, lož] > 145500) ]. 
而 对 于 i— 4, A lor] 二 dsl) 于 是 由 缩减 过 程 推出 
bos 至 少 有 三 个 根 在 单位 筠 内 和 至 少 有 一 个 根 在 圆 外 。 其 次 对 于 
满 挟 7 委 4 委 1 的 每 个 & 和 ;一 0 1， 2， 有 


”多 3 


[$70)| > LeO. 


而 对 于 i 开 3、 有 193A(0)| < ibs. CO). REM ho BVA 


二 个 根 在 单位 圆 内 和 至 少 有 一 个 根 在 单位 圆 外 . 
R 3.3 
n = GE — 19/2 


Poa = 1876 +26 OOO 
Qa: = (1178 一 63)/ 6 | 


Pons = (256° 一 238? + 138 — 3)/12 
Piss = (778? 一 678 + 32)x8/12? 
由, = (4905§ 一 3015)x 8?/ 12° 


Poe = (13784 一 1638* + 137E? — 638 + 12)/ 60 
P, = (7455* — 8638? + 6858 一 267) 25/607 
Pı, = (604675? — 575058 十 34988) x8 x 257] 60° 
ds, = (2432097945E 一 1465169895) x 8? X25*/ 60! 


Pos, = (14757 — 2138* + 2375% 一 163§* + 62§ — 109/60 
Piss = (215098* 一 30691 5° + 33209E? 一 21591E + 0984)/ 60? 

O Pan = (236491989 一 29105218? + 2756347E 一 1428885) K175/60* 
Py, = (206374638? — 171128578 + 13713664) X21509% 8 K1757/60° 
Pas = (2378402987714735 一 118485982183743 ) X21509? x 84 x 175° / 60" 


§ 3 KERES RORE 法 的 计算 危 cs, Bae PE [a] ER 


i 为 了 很 好 地 解决 求解 则 性 方程 时 的 计算 稳定 性 问题 ， 在 设计 
数值 积分 方法 时 ,希望 方法 的 绝对 稳定 区 域 尽 可 能 大 ,以 致 许多 方 
法 的 稳定 区 域 包含 右 半 复 和 平面 上 的 一 个 很 大 的 区 域 。 但 是 ,在 这 
个 区 域 中 ,求解 的 系统 本 身 是 不 稳定 的 ,从 而 引起 这 类 方法 的 “ 危 
险 性 ” 癌 题 。 所 谓 * 危 险 性 ”, 是 指 它 把 一 个 不 稳定 的 系统 错误 地 当 
作 稳 定 系统 ,因而 给 出 错误 的 结果 ， . 

,例如 向 后 Euler 公式 | 
Inge — Ya = Af (tags Ynn), (3.45) 
其 绝对 稳定 区 域 是 复 平面 上 除去 贺 |4 一 1 <1 以 外 的 整个 区 


. 86。 


lle a. 


Fi 


域 ， 将 (3.45 ) 应 用 到 试验 方程 
y = 1y, yO) = 1, (3.46) 
得 


1 1 
Vea, == 一 一 一》 一 一 一 为 。 (3.47) 
Y= DA (] — aay 


于 是 不 管 Re(1) EEDE, RE |h 一 1| > 1, 则 序列 {|y} 
是 递减 的 ， 而 (3.46) 的 精确 解 是 

yle) = e*, 
只 有 当 Re (4) 二 0 时 , 它 才 是 递 碱 的 ， 当 精确 解 按 指数 上 升 时 ， 
即 当 Re(2) > 0 时 ,数值 在 某 些 情况 可 能 是 下 降 的 。 例 如 4 一 1， 
1 一 3 时 ， 方程 (3.46) 的 精确 解 是 y = ce*， 而 由 公式 (3.47) 所 得 


的 解 在 + 一/， 时， 一 [一 未， 如 图 3.14 所 示 。 我 们 本 来 要 得 


/方程 (3.46) 的 月 


= me ee - a 


Hp. ADOM 


图 3.14 方程 (3.46) 和 方程 (G3,45) 的 解 


到 方程 (3.46) 的 近似 解 ,者 方法 选择 不 当 ， 用 方程 (3.47 ) 所 得 的 结 
果 与 所 希望 求 的 方程 的 解 毫 无 关系 。 这 就 是 所 说 的 计算 危险 性 之 


lpi 


由 8$2 ,对 于 其 它 高 阶 的 向 后 差分 方法 大 致 都 有 类 似 的 情形 . 因 
为 此 类 方法 的 稳定 区 域 在 一 个 闭 曲 线 的 外 部 。 即 具有 如 下 的 图 形 
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由 图 看 出 ,方法 的 稳定 区 域 要 包含 一 部 分 系统 的 不 稳定 的 区 域 ， 这 
是 产生 危险 性 的 最 本 质 的 原因 . 

求解 刚性 微分 方程 的 程序 (例如 在 $1 中 描述 的 Gear 程序 ) 在 
每 一 步 计算 完成 之 后 ,通常 都 要 进行 误差 检验 。 根据 这 种 误差 估 
计 , 自 动 地 选取 步 长 。 因此 希望 这 种 误差 检验 过 程 能 发 现 系统 的 
不 稳定 性 .从 而 以 此 作为 防止 危险 性 发 生 的 手段 ,但 [76] 中 构造 
了 试验 问题 ,说 明 一 般 的 误差 检验 方法 ,在 某 些 情况 下 也 发 现 不 了 
这 种 不 合理 的 情况 . 

梯形 公式 的 计算 稳定 区 域 和 系统 的 稳定 区 域 是 一 致 的 。 对 于 
系统 (3.46), 其 计算 公式 是 


] 十 AA 1 + AA\?* 
You = (LA) y, = ( vy 
Ho i 一 ha , | l — hà i 


对 于 不 稳定 的 系统 ,有 


ll + Aa 
] — kì 


因此 应 该 能 有 发现 系统 的 不 稳定 狂 . 但 当 包 很 大 时 ， 


i 十 Aa 
| 一 ha 


这 在 计算 实践 中 的 反映 是 ， 在 计算 过 程 中 虽然 能 发 现 计 算 公 式 和 
系统 的 不 稳定 性 ,但 发 现 的 时 间 太 晚 ,特别 是 系统 的 特征 值 只 在 某 
e AG « 


>i, 


(3.48) 


一 个 短暂 的 时 间 区 疝 上 实 部 变 正 , 可 能 发 现 不 了 . 因此 这 种 情况 
也 是 产生 危险 性 的 一 个 源 景 ， 

由 上 面 的 讨论 我 们 看 到 ， 在 构造 求 角 刚 性 方程 的 计算 方法 或 
计算 机 程序 时 ,应 该 考虑 被 求解 的 系统 是 否 为 稳定 的 问题 ，。 这 个 - 
问题 到 目前 还 没有 得 到 足够 的 重视 ， 下 面 我 们 列 出 176] 中 的 构造 
的 问题 来 给 出 危险 性 问题 的 一 个 直观 的 说 明 。 

辣 题 1 

Yi = 10°, 十 104727 (0) = 1, 
y, = — 10y y + 10°93, 92.00) = L, 


y = 1— y,, y,(0) = —1, 
Y, = — y, — 0.57, + 0.5, ¥.€0) = 0, 
tE [0,10]. | 


这 个 问题 的 精确 解 可 用 下 面 的 方式 来 刻 划 。 由 第 3 第 4 个 方程 ， 
可 推 得 
y(t)= 1 2e ’, 


Ya) 一 te’, 
4 
Yq) = [ya aA], 
于 是 上 面 第 1 和 第 2 个 方程 改写 为 
Y'=AG)Y, Y(0)={1,1)'. 
其 中 
As) _ 19! i — 2e e 
i 1 — 2e 
Ale) 的 特征 值 是 
o Aiat) = 10{(l — 267) Ante}, 


在 图 3.16 HEH 4.(z) 的 图 形 ， 对 于 Euclid 范 数 ,有 有 
IYO lh 一 my 2 2 g 10e 2 


— te 


问题 2 
yi = — 10y, + 10y. (0) = 1, 
y= — 10y, Ys 一 10*¥393, YAO) = 1, 
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y= —-¥— 7+ 1, y,(0) = 1, 
y, = 一 27， y(0)—=B, 
y= l—y%, - 0) = —l1, 
Y, = —¥o — 0.5y, + 0.5, y0) 一 0， 
= £€ (0,10), 
这 个 问题 的 精确 解 可 以 这 样 来 刻 划 。 由 第 3 一 一 第 6 个 方程 得 到 
y(t)=1+ Be~ — Be“, 
ya) = Be”, 
Y(t) = 1 — 2e™, 
Yele) = te, 
& YQ = [nG A], WEER 1 第 2 个 方程 改写 为 
Y'= ALDY, Y(0) = [1,1], 
其 中 | 
1+ Be — Be — sre 
ACs) — 10" | te”! 1+ Be 一 net 
A(t) 的 特征 值 是 
dale) = —10[1 + Bem? — Be tite], 
图 3.16 中 画 出 B 二 5 的 2). HERTS 


Ya = V2 . e IEB ti 


f=1.2 
A 
en, 
DN 
xf =3,00 
N 
一 —_ 
10,000 
{ = 0.32 
1 =0,70 


1 =1.8 
- 5000 


图 3.16 问题 1 的 AC): —— X -—— X —s 
问题 2 的 ALG . 
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[76] 中 给 出 了 用 Gear 程序 求解 问题 1 和 问题 2 的 结果 。 我 
们 在 表 3.4 和 表 3.5 中 列 出 其 中 的 一 些 结果 ，jY(o) 是 指 精确 解 
Y(z) 的 Euclid 范 数 ,而 YCz) 是 指 用 Ger 程序 所 得 的 数值 解 
Y(z) 的 Euclid OR, 40) 是 所 用 的 步 长 , 控制 局 部 误差 的 第 数 


42 107°, | 
. 43.4 问题 1 的 数值 结果 
| ~ 
t IY Cz A(t) | 人 下 
0 1.4 13x 107? 1.4 
0.10 7.5x 1075” 1.41077 | 5x107 
0.30 6.5 107% 4.5107? 3x107 
0.70 4. 1 x 1975333 Ss.2x10™ 1x 107*° 
1.00 3.7 x 10704 5x 107°? 2x107” 
1.20 8.6x 107% 8x 1077 3x107" 
1.40 2.0% 10744 8 x 107? 1x107’ 
1.60 4.210" § x 107? 1x107 
4.00 1.3% 10 2% 107 8x107 
10.00 - 1.3x% 10° 2%107? 2% 1073 


NYC ils BLO)? 
D 1.4 1.3% 107° 1.4 
0.10 1.5 x 1073" 1.2107? 2x 10-" 
0. 30 4.1x%10774 2.5x107 1x 107? 
0.70 4.31077" 3.6X 107? 3% 107"? 
1.00 3.6107? 5% 107 6x 1078 
1.20 3.9x 10” 7% 107? 1x10 
1.40 6.9X 10” 7x107? 7x10" 
1.60 1.8x 10-3 7% 107? 1107 
4.00 4.5% 10709 1.2107" 8x 1071 
10.00 1.2% 1073257 14x 107 4X 1072 


.5 问题 2 的 数值 结果 (8 = 5) 


这 两 个 例子 说 明 ， 当 将 适合 于 求解 刚性 方程 的 数值 方法 应 用 
到 特征 值 从 大 的 负 值 变化 到 大 的 正 值 的 方程 组 时 ， 将 得 到 错误 的 
HR. 
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对 于 这 两 个 问题 ,初始 点 的 暂 态 都 精确 地 得 到 了 , 这 时 的 步 长 
均 是 很 小 的 ， 当 对 应 于 大 的 负 实 部 的 特征 值 的 解 分 量 与 解 的 其 它 
分 量 相 比 可 忽略 时 , 步 长 开始 增加 。 由 这 以 后 , 步 长 由 对 应 于 小 的 
特征 值 的 解 分 量 的 变化 来 确定 。 这 时 对 应 于 大 特征 值 的 分 量 继续 
减 小 . 当 大 特征 值 在 复 平 面 上 从 左 半 平 面 变 到 右 半 平面 时 ,这 些 
分 量 非常 小 . 虽然 这 时 精确 解 是 指数 上 升 的 ,但 是 只 要 h 落 在 
方法 的 稳定 区 域 , 这 些 分 量 将 继续 衰减 , 即 得 到 错误 的 结果 。. 


§ 4 广义 向 后 差分 公式 
形式 为 


k 
>) Yasi = Abrfarr + ABeashe sass (3.49) 
1 三 人 


的 公式 称 作 广 义 & 步 向 后 差分 公式 ， 其 中 å 二 1 而 其 它 的 系数 

选 成 使 (3.49) 的 阶 为 《十 1， BECA Yn Yap yo 

则 通过 下 面 的 各 步 利 用 公式 (3.49) 进 行 计算 : | 
(i) 由 通常 的 & 步 向 后 差分 公式 


k-—} 


Va+k 一 AB rÍntk = 一 >») Aini (3.50) 
j=0 
计算 得 Vath 
Cit) 求解 方程 
k -2 
Yntk+i AB el nants = 一 Bp iVntk — SoM asiats (3.51) 
j=0 


得 到 | Yn+k+ie 
(iii) 计算 fantka = fClnteers Vasko) 
Civ) 由 (3.49) 的 变形 


k-1 | E 


Yntk 一 Ap 一 一 >) Wasi 十 hBrrtnrers (3:52) 
| j=0 
计算 Vatke 


e 9? + 


如 上 ， 用 一 些 不 同 的 公式 按 一 定 顺 序 计算 来 完成 数值 积分 的 
一 步 ,一 般 我 们 把 这 个 过 程 叫 做 完整 格式 。 格式 中 所 需要 解 的 隐 
式 代数 方程 一 般 用 修改 的 Newton AER ARH BATS, 
于 是 我 们 有 

定理 3.2 假定 | 

(i) 公式 (3.50) 是 & 阶 的 ， 

(ii) 公式 (3.49) 是 六 十 工 阶 的 ， 

(iii) 确定 Voth 和 Vntk+i 的 隐 式 代数 方程 的 求解 过 程 是 精 
WHS. 

那么 公式 (3. 52) 是 处 十 1 阶 的 ， 

格式 (i) 一 (iv) 可 以 看 成 是 隐 式 的 预 估 校正 格式 ,其 中 (3. °0) 
EMAER), 103.52) RIE, 但 是 这 里 的 校正 是 部 
校正 (frn 未 校正 )， 这 样 可 节省 大 量 的 右 函 数 计算 的 次 数 ， $ 
了 精确 地 求 出 (3.49) 的 和 解 Yaro SAMARRA 


k 
>> OY nei = Bef tn Yue) + MB rasfCaseers Varktt)s (3.53) 
j=0 


并 且 闪 代 到 收敛 。 这样 计 算 量 要 大 得 多 .。 

ER 3.6 HII 1<k <8 的 广义 向 后 差分 公式 的 系数 ,并 且 
列 出 Ala) 稳定 的 近似 的 & 角 , 每 个 公式 均 是 & 十 工 阶 的 ; 当 大 一 
1, 2, 3 时 ,公式 是 工 稳定 的 .在 表 3.7 中 列 出 一 7，8 的 通常 的 
向 后 差分 公式 的 系数 。 由 于 这 些 公式 不 满足 根 条 件 ， 故 是 不 能 用 
的 . 

在 图 3.17 中 描 出 《一 1，.……，8 的 计算 格式 的 绝对 稳定 区 
域 ， 在 所 画 线 的 左边 的 区 域 是 稳定 的 ， 并 且 这 些 区域 关 于 实 轴 是 
对 称 的 。 为 了 描 出 这 些 区 域 ,首先 将 (3.50) 应 用 到 试验 方程 y = 
4y， 得 到 | 


及 一 1 
(1 一 BnQV)Va+k 十 > Las =F D, q = Ad, (3.54) 


AMASI Yato IF 


e J3 ° 


(1 一 Bk) Farra 十 ck- + > iY erin: = 0, (3.55) 

将 (3.54) 代 人 (3.55), 经 过 整理 我 们 可 以 得 到 表示 式 

Yast 一 > Yi(q )Insis 《3.56 ) 

其 中 r:l) 由 Be, {os} 和 4 唯一 确定 .将 (3.52) 应 用 到 同样 的 
试验 方程 ,我 们 有 


k | 大 一 了 
D> GV asi = GBRY atk 十 qÊr+ı » Tila )Ys4i. 
i=0 i=0 
这 个 式 子 可 以 改写 成 形式 
Img | 


外 部 是 稳定 区 域 


左边 是 稳定 区 域 


图 3.17 k= la 2,...,8 的 广义 向 后 差分 格式 的 稳定 区 域 
e 94 + 
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k 
>, cila Yni = 0, 


与 这 个 & 阶 差分 方程 相关 的 特征 方程 为 


k 


>) ci QE! = 0, | 


f=0 
通过 它 即 可 画 出 格式 的 稳定 区 域 . 
由 上 面 我 们 看 出 广义 向 后 差分 公式 比 起 通常 的 向 后 差分 公式 

可 以 达到 更 高 的 精度 阶 , 并且 稳 定性 特征 也 要 好 . 这 后 面 一 点 对 
于 积分 Jacobi 矩阵 具有 接近 于 虚 轴 的 模 大 的 特征 值 的 刚性 方程 是 
特别 重要 的 。 正 是 对 于 这 一 类 问题 ，Gear 算法 的 效能 是 比较 差 
的 .. : | 

” 下面 我 们 来 考察 应 用 广义 向 后 差分 公式 的 一 些 处 理 。 首 先 我 
们 考察 如 何 有 效 地 求解 非 线性 代数 方程 ， 并 且 估 计 每 步 所 需要 的 
计算 量 . 算法 的 第 一 步 是 计算 量 Vntktie 这 本 质 上 是 应 用 二 次 
Gear 方法 。 这 里 确定 Fore M Varese. 的 非 线性 代数 方程 均 是 采 
FAW. Newton 方法 求解 ,一 直 迭 代 到 收敛 . 格式 的 第 二 步 是 应 用 
(3.52) 计 算 Ynares 确定 ys+4 的 非 线性 代数 方程 也 用 氢 Newton 方 
法 来 求解 . 实际 计算 经 验 表 明 , 由 于 值 Faa 通常 可 以 作为 Vase 
的 非常 好 的 初始 近似 ,这 时 拟 Newton 方法 通常 收敛 是 非常 决 的 . 
现在 假定 解 Jaa 已 被 接受 ,将 算法 往 前 推进 一 步 计算 Yar A 
此 ,我 们 先 应 用 Gear 方法 计算 V nthe 和 Yn+k+2 (注意 Yntk+l 通 
常 可 以 作为 Vnth+t 的 非常 好 的 一 次 近似 ), -在 得 到 Vark+i 以 后 ， 
应 用 (3.52) 得 到 youn. 按 这 种 方式 计算 ,我 们 看 到 在 每 一 个 
点 tere 计算 了 Cary) 的 三 个 近似 Fore CH 3.51)), Yare (由 
(3.50)), ya+4。 我 们 应 用 的 迭代 格式 分 别 为 


(I — ABR] n)Yarke ~ Yatkp-1) = F ns 对 于 Vatks 
(1 AB rd at) (Ynthtup Yatk+1,P-1) = f nets 对 于 Yatk+is 
(3.57) 

和 
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(1 1 本 Yntkp-i) = Ta 对 于 Vnths 
其 中 Vay Tar 和 z 均 是 已 知 的 右边 部 分 ， Jas Ins 和 Jn 是 有 
关 的 Jacobi 定 阵 的 适当 的 近似 。 Yarro 是 Yarr 的 第 P RERE 


似 ,其 初始 近似 按 上 面 描述 的 得 到 ， 我 们 注意 到 ，7。 或 87 是 在 
teen 和 Cat) 的 一 个 近似 上 计算 a 的 值 。 而 对 于 Jan 是 在 
teres 和 Coren) 的 近似 处 计算 的 ， 可 以 看 出 ， 在 每 一 步 中 ， 
(3.57) 的 第 二 式 所 用 的 J 可 以 在 下 一 步 中 的 (3.57) 的 第 一 步 中 应 
用 。 因 此 ,通常 在 (3.55) 中 取 J; = Jrx。， 并 且 只 要 收敛 就 保持 这 
ERE, FEL, WL Newton 迭代 格式 (3.57) 收 剑 得 充分 快 ， 
完整 的 算法 每 一 步 最 多 需要 计算 一 个 Jacobi PFA TP ARE 
的 LU 分 解 . 
第 二 个 要 考虑 的 问题 是 所 用 的 公式 的 局 部 截断 误差 的 估计 . 

在 实际 应 用 时 ,估计 Jare 中 的 相对 误差, 并 且 将 这 个 误差 作为 ( 浙 
近 地 ) 更 精确 的 解 you, 中 的 误差 . 这 种 误差 估计 经 实际 计算 证 
明 是 比较 好 的 。 它 类 似 于 Shampine 和 Gordon jP hEN 
泪 情 形 所 用 的 思想 .因此 ,我 们 计算 量 ( 按 分 量 ) 


”3e+A = (Yntk 一 Fnk )/max( 1 ,yo+t )s - (3.58) 


并 将 其 作为 ore 的 相对 误差 的 估计 ;如果 这 个 估计 小 于 预先 指 
定 的 误差 常数 s。， 则 接受 这 个 点 , 并 求 出 新 的 步 长 A, PRAM 
A’ 之 间 的 关系 可 由 下 面 的 程序 来 确定 . 

(1) 如 果 lns > s， 则 拒绝 Yn FO k =h), 

“(2) 如 果 e> linna] 二 e/g， 共 中 二 2.5 X 2 ， 则 
h = h, | : 
(3) WE lnl <e/o',é = 1, 2, 3,4, W A = FA, 

[41] 对 广义 向 后 差分 公式 ( 记 成 EBD) 和 通常 的 向 后 差分 公 
式 ( 记 成 CBD) 作 了 粗略 的 试验 比较 。 我 们 将 比较 的 结果 列 在 下 
面 ,试验 的 条 件 见 [411. 

”进行 试验 的 问题 为 


+ OF œ 


问题 Pi 


yi = —O.04y, + 100009273, y(0)= 1, 
Y3 = 0.04y, 一 10000727 一 3 X 10’ v3, y0) = 0, 
y3 = 3 X 1073, y(0)= 0, 


0<: <40, 这 是 Robertson (1966) 提出 的 化 学 中 的 问题 ， 
问题 P2 : 


yı = —0.013¥, 一 1000975, ¥,(0) = 1, 
= —25009243, | y:(0) = 1, 
y, = —0.013y, 一 1000%,y; — 2500493, y:(0) = 0, 


0<: <50, AE Gear 1971 年 在 CACM 中 所 出 的 化 学 中 
的 人 疝 题 。 
问题 P3 
yı = 0.01 — (0.01 + y, + y)(yi + 1001y, + 1001), 
y:(0) = 0, 
y= 0.01 — (0.01 ++ C1 + 9), 0) = 0, 
这 是 Liniger 和 Willoughby 提出 的 反应 动力 学 中 的 问题 


(1967), 
问题 P4 | 
yı = —ay, — By, + le + B — Le, y,(0) = 1, 
Yı = BY, — ay, + (ao —BP—1)e, (0) = 1, 


在 表 3.8 中 列 出 用 相同 的 步 及 同样 的 精度 的 计算 结果 。 由 表 
中 我 们 看 到 Jacobi 和 矩阵 的 计算 次 数 ,两 种 方法 几乎 是 相同 的 。 而 
右 函数 计算 的 次 数 EBD 的 几乎 是 CBD 的 二 倍 。 因此 ,再 加 上 
每 个 Jacobi Hi, EBD 需要 二 次 矩阵 分 解 。 所 以 EBD Wit 
算 量 几乎 是 CBD 的 两 倍 . HH, EBD 达到 的 整体 误差 要 小 得 
多 .特别 是 精度 常数 小 的 时 候 更 明显 ， 因 而 EBD 在 精度 上 超过 
CBD, 在 表 3.9 中 列 出 为 达到 积分 终点 同样 的 整体 误差 ， 两 种 算 
法 求解 问题 Pl 所 需要 的 工作 量 。 从 表 中 可 以 看 到 ，EBD 的 工作 
BIE CBD Dig. 当 P2 整体 误差 小 于 107 时 ，CBD 格式 
所 需要 的 函数 计算 的 次 数 均 大 于 10000, 由 这 个 结果 看 出 ， 虽 然 


* 98 » 


Æ 3.8 
CBD EBD 


cage Jacobi 短 阵 | 右 函数 | etki /[Iacobi Kae] Mak Mee RSE! 
计算 次 数 | 计算 次 数 | ”精度 | 计算 次 数 | 计算 次 数 | 精度 
2.9 


TEE ee eee ee e 


0.001 19 231 18 435 0.55 


im 6.0001 22 47 4 9.9 24 1035 0.52 
0.00001 28 1173 | 30.0 32 2725 0.50 
0.001 13 123 3.5 17 261 1.3 
问题 0.0001 13 | 2 43 9.0 14 446 0.008 
P2 | 9.00001) 12 418 55.0 14 871 0.006 
0.000001} 10 1308 | 110.0 11 | 2729 | 0.003 

3.9 


CBD 所 第 的 工作 量 EBD Pirity fe R 


ER | Jacobi 矩阵 | ”有 函数 的 Jacobi same | AARS 
的 计算 次 数 计算 次 数 的 计算 次 数 计算 次 数 


i i i i ee 


0.00055 26 818 18 435 
0.000052 40 3221 24 1035 
0.000005 次 数 超过 10000 32 | 2725 


每 步 EBD 的 工作 量 比 CBD 的 多 ,但 可 用 精度 高 来 补偿 ， 
表 3.10 中 列 出 用 固定 步 长 4 求解 间 题 P3 时 积分 10 步 的 结 
R, BARER MHRA, EBD 的 精度 比 CBD WRA. 
对 于 问题 P4, H Jacobi 矩阵 的 特征 值 是 一 ga 土 二。 而 其 真 
解 为 
yG) = y(t) 一 exp(—r), 
在 表 3.11 PA 
情形 1，c 一 6 一 1 
各 
情形 2、w 一 1，8 一 15 
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%3.10 用 固定 步 长 天 求解 问题 P3 积分 10 步 的 结果 


h 真 解 EBD 中 的 误差 | CBD HBA 
0.01 y, = —0.1096779217 x 10-: 0.491 1078 0.143% 107" 
y, = 0. 9879731668 X 107° 0.151% 107 0.156 勾 10-: 
0.001 | y, = —0.1006914044 X 10-! 0.815X 107" 0.280Xx10~“ 
yz = 0. 8978912350 X 10% 0.628 x107" 0.155x 107 
0.0001 | y, = —0.6306050198 X 10-: 0.835X10- 0.144X10-4 
| y, = 0.3670275606 X 107? 0.819% 107° 0.110% 107" 
0.00001 | yı = —0.9511426272 X 10-3 0.231X10-° 0.268 X107 
y, = 0. 4835591013 X 1077 0.222% 10-' | 0.261%1071 
0.000001 | y, = —0.9949622895 X 10-4 0.300x%10- | 0.293% 107% 
| ya = 0.4983176581 X 107° 0.246X10-4 | 0.284% 107" 


的 结果 .积分 步 长 为 101, EBD 用 的 是 三 步 公式 ,而 CBD 
用 的 是 四 步 公 式 . 在 情形 1， 二 种 结果 相仿 MER 2, EBD 
的 结果 好 得 多 ,这 是 因为 接近 于 虚 轴 问题 PA 有 大 的 特征 值 ,并 且 
CBD 只 是 阶 数 不 超 过 2 时 是 工 稳定 的 ， 而 EBD 一 直到 四 阶 仍 
是 工 稳 定 的 . / 

由 上 上面 这 些 比较 结果 ， 说 明 广义 向 后 差分 公式 似乎 是 很 有 希 
望 的 一 个 公式 | 


“85 应 用 二 阶 导数 的 Enright 方法 


Enright"! 考虑 由 常 微分 方程 组 


a = f(y), y(0) = Yo (3.59) 


给 出 的 自 守 系统 .考虑 自 守 系统 的 原因 是 因为 实际 直到 的 许多 出 
性 方程 是 与 时 间 无 关 的 ,即使 不 是 这 样 , 也 可 以 对 方程 组 引进 一 个 
附加 的 方程 ,将 其 转化 成 自 守 系统 ， Enright MAHI Adams W 
线性 多 步 方法 中 引进 二 阶 导数 项 ,构造 了 一 类 Adams B (4,2) 0 
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法 .其 构造 算法 的 出 发 点 是 这 样 的 ， 由 Dahlquist 基本 结果 ,适合 
于 求解 刚性 方程 的 线性 多 步 方法 一 定 是 隐 式 的 。 每 积分 一 步 需 要 
求解 一 个 非 线 性 方程 组 ,并 且 为 了 如 免 刚性 对 步 长 的 限制 ,通常 需 
要 采用 Newton-Raphson 类 型 的 方法 。 在 利用 这 些 方法 进行 求解 
时 ,需要 计算 (3.59) 的 右 函 数 的 Jacobi 矩阵 Of(y)/Oy, Enright 
想 ,既然 在 Newton-Raphson 算法 中 应 用 了 Jacobi GB, th T UK 
这 个 矩阵 放 到 线性 多 步 公 式 中 去 。 特别 ,对 于 (3.59), 车 已 经 计算 
了 一 阶 导 数 y 和 Jacobi 矩阵 Of (y)/8y， 则 立即 可 以 产生 二 阶 
导数 

y= (fla, (3.60) 
因此 可 以 直接 将 二 阶 导数 构造 到 方法 中 去 . 

Enright™ 构造 了 形式 为 


k~1 k R 
Yatk 一 >` Vari T A >, Bin +i + h’ >> YiYati (3.61) 
i=0 


的 含 二 阶 导数 的 线性 多 步 公 式 类 。 显 然 ， 如 果 Bi R r 是 非 零 
的 , 则 公式 是 隐 式 的 。 引 进 多 项 式 


k-1 
a(E) = Et 一 Dd) ak’, (3.62) 
| k 
BCE) = D>) BE’, (3.63) 
L 
r(E) = 2 Yi (3.64) 
这 时 函数 OCE, q) 有 形式 
p P(E, 4) = aE) — E) 一 97(E)， (3.65) 
我 们 要 求 选取 公式 (3.61) 中 的 系数 a, 8, 7 使 得 公式 (3.61) 是 
刚性 稳定 的 ,并 且 要 注 足 下 面 的 要 求 ; 


(i) 在 无 穷 大 处 的 稳定 性 . 
Ci) 在 原点 的 邻 域 中 有 一 个 合理 的 稳定 性 性 质 〈 要 求 刚性 稳 
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定性 定义 中 的 9 值 不 太 小 ). 

(ii) 上 共有 尽 可 能 高 的 精度 阶 ， 

由 (CE, 9) 的 形式 (3.65) 可 以 看 出 ， 为 了 使 公式 (3.61) 在 无 
穷 远 处 是 稳定 的 ，Y; 关 0, 并 且 r) 的 所 有 根 严格 地 属于 单位 
圆 的 内 部 。 因 此 ,为 了 保证 无 限 远 处 的 稳定 性 ，Enright 取 
| rC) = rvk, 

为 了 保证 在 原点 的 邻 域 中 有 一 个 合理 的 稳定 性 性 质 ， Sim aN 
Adams 公式 一 样 取 al) = EX — EN", 多 项 式 BCE) 的 系数 
pi 一 0， K) 和 Yi 选 成 使 公式 的 阶 尽 可 能 的 大 。 由 上 述 的 
选取 方式 推 得 含 二 阶 导 数 的 线性 太 步 公式 


k 
Yntk = Yntk T h >, Baas f- hy pV ntks (3.66) 


BABE +2, WE RG7, BM pi 和 Yk 由 表 3.12 给 出 . 
这 些 公 式 的 稳定 区 域 尺 的 边界 在 图 3.18 be, 4R=1,2,-°-,7 
时 公 云 (3.66) 是 刚性 稳定 的 .4 一 ! 时 公式 是 4 稳定 的 和 无 限 稳 
ER. HF k= 8 时 称 定 区 就 不 是 连通 的 了 . 


=n mie oe 
i y 
ime. 


-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 


图 3.18 大 步 二 阶 导数 多 步 公式 的 稳定 区 域 的 边界 
" 103 。 
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为 了 进一步 说 明 方 法 的 稳定 区 域 , 我 们 在 下 面 的 表 3.13 HH 
出 这 个 方法 对 应 于 刚性 稳定 性 定义 中 的 最 小 的 DD 和 最 大 的 0. E 
时 为 了 和 前 面 的 Gear 方法 进行 比较 ,在 表 3.13 中 还 列 出 了 Gear 
方法 对 应 于 刚性 稳定 性 定义 中 的 最 小 的 忆 和 最 大 的 0. 

公式 (3.66) 可 以 实现 成 变 阶 变 步 长 的 程序 。 从 三 阶 的 单 步 法 
一 直 可 变 到 九 阶 的 公式 .在 实现 过 程 中 ， 估 计 局 部 截断 误差 的 策 
略 是 很 重要 的 ， 因 为 它 直接 影 啊 方 法 的 可 靠 性 和 效率 。 由 于 量 
All(Of/Oy) || 可 以 是 十 分 大 的 , 象 通常 的 预 佑 校正 的 误差 估计 的 形 
式 可 能 不 行 。 可 以 采用 象 Runge-Kntta 方法 中 常用 的 先 用 步 长 4 


计算 YOn th) 的 近似 值 ,再 用 步 长 > h 计算 二 步 计 算 
Crea + A) 的 近似 值 ,然后 由 这 二 个 近似 值 来 估计 局 部 误差 . 
表 3.13 刚性 稳定 性 的 D 和 9 的 对 照 表 
二 阶 导 数 公式 Gear 公式 


阶 $$ 

最 小 的 D | 最 大 的 9 | ok 最 小 的 D | 最 大 的 9 | k 

l A 稳定 1 

2 4 稳定 2 

A Fae 1 3 0.1 0.75 3 

Aka 2 4 0.7 0.75 4 

0.1 2.0 3 5 2.4 0.75 5 

0.52 2.0 4 6 6.1 0.5 6 
1.4 2.0 5 7 一 一 
2.7 2.0 6 8 一 一 
5.3 1.9 7 9 一 一 


确定 计算 值 na 是 否 接受 可 根据 每 步 的 局 部 误差 是 否 小 于 
预先 指定 的 误差 7 来 决定 .如 果 局 部 误差 估 值 的 最 大 分 量 的 量 值 
小 于 task teres) 则 认为 Va 可 接受 ,否则 拒绝 它 , 重新 计 
算 ， 

步 长 选取 的 策略 对 于 一 个 方法 的 有 效 性 是 很 关键 的 ， 因 为 太 
小 的 步 长 将 导致 太 多 的 函数 求 值 ， 而 太 大 的 步 长 将 导致 拒绝 计算 
H. AMEIR ERRARE LU DH). 我 
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们 也 必须 承认 步 长 改变 所 需要 的 工作 量 是 很 大 的 ， 因 为 它 导 致 起 
EREC LU 分 解 )。 因此 只 有 当 步 长 的 改变 能 得 到 比较 大 的 
FRET ABET. ETA AH ASST eer, RME 


取 比 较 保守 的 策略 , 即 步 长 的 改变 只 是 取 十 或 者 加 倍 ,而 且 只 当 


在 加 倍 步 长 的 单位 步 的 误差 的 估计 小 于 时 才 采 用 加 倍 步 长 .这 
种 取 法 一 般 不 会 出 现 拒绝 计算 值 的 情形 、 若 出 现时 ,可 以 取 二 上 


长 ,并 从 三 阶 公式 重新 开始 。 RYTHMES KEHAT AS 
时 (* 是 所 用 的 公式 的 步 数 ), 才 考虑 放大 步 长 . 
O 阶 的 选取 策略 主要 是 根据 数值 计算 的 经 验 。 首先 根据 指定 的 
误差 要 求 选取 可 能 的 最 高 阶 . 方法 的 计算 开始 用 三 阶 公式 ， 并 且 
只 当 固定 步 长 计算 了 至 少 《 十 工 步 才 考虑 提高 公式 的 阶 。 这 样 的 
改变 直到 阶 等 二 限定 的 最 高 阶 为 止 . 
在 实现 公式 (3.66) 时 ,采用 修改 的 Newton-Raphson 公式 来 求 

解 这 个 非 线性 代数 方程 组 ,在 推导 时 略 去 含 840r 的 项 ,得 到 下 
面 的 迭代 格式 

Yar = Yn+k- 

Virk = Vase t Ah 对 于 /一 1,2,… 10， (3.67) 
EOC AL, Tie 


W A = Wage FAB Aaa) + Pr, a FCVn+e) 
k-1 
o F Ysa tA 2 BV ntis (3.68) 
mm 
W x [1 — ne, (2L) — pr (SE) |. (3.69) 


当 阶 或 步 长 改变 时 或 者 当 迭 代 格式 收 伊 得 不 是 足够 快 时 ， 要 重新 
计算 多 ， 在 计算 过 程 中 限定 最 多 的 迭代 次 数 为 10。 若 奶 过 10 次 
仍 不 收敛 时 , 需 将 步 长 碱 半 , 再 按 新 的 步 长 计算 。 当 不 等 式 
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(Ahel L TUe T ntk) 
成 立时 , 则 认为 迭代 格式 是 收敛 的 。 求解 (3.68) 时 , 我 们 可 以 保存 
W~ 或 者 W 的 LU 分 解 . 

Enright 的 二 阶 导 数 公式 (3.66) 所 对 应 的 14i(i = 041,---,2) 
之 间 的 长 度 是 相等 的 ， 即 步 长 是 相等 的 。 Sacks-Davis*9 将 公式 
(3.66) 推广 成 步 长 是 可 变化 的 。 二 阶 导 数 公式 是 根据 积分 


{in 
i 


Vara) = linsa) + | * POO (3.70) 


来 推导 的 。 设 对 于 节点 oa, i= 0, 1,0, 4-1 RNA 
Yani) 的 近似 vane APR IO Cari) 的 近似 foe = IOn), FES 
hnti = inyi — lania GG = 1, +--+, 4), 现在 要 以 步 长 hnk DARA 
in+k-! 推进 到 baths 求 出 YC tntg) 的 近似 Vatke 作 满 足 

Pasi) = feats i= 1+, kI 1, 

P( tas 5) = Yared 

P (tayi) = f (Vasa) 
的 最 低 次 的 Hermite ZMA PGC). 用 PG) RE (3.70) 中 的 
1(y(z))， 则 给 出 含 二 阶 导 数 的 隐 式 多 步 公 式 


"Pld, (3.71) 
Rn 1 


Vath = Varga 十 | th 


这 个 公式 通 带 写成 形式 
k-} 
Vath = Vatk—-1 + hase > Batilnsé + Ane abnt rf Varad 


+ hatkY aval Vare)s (3.72) 
其 中 系数 Basis t= Lyset ky Tang BEE Kast = l, RW 
零 阶 的 齐 次 函数 。 所 以 Enright 所 用 的 固定 步 长 的 公式 是 上 述 的 
特殊 情形 . : : 

(3.72) 一 般 是 yx 的 非 线 性 方程 组 ,必须 用 某 种 迭代 方法 来 
求解 . 例如 采用 Newton 方法 ， 这 时 需要 Yne 的 较 好 的 初始 值 
yo。 它 可 以 由 公 去 i 

Yntko ™ Vater T | 


ntt Py(e) dt | (3.73) 
， 


nt 全! 
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Kite ,其 中 PO 是 插值 已 知 点 
Po( tats) == Íntis {== 0, l,- “sk — 1, 


/ Of | 
Paar = farii = By bs 
部 十 天 一 4 


的 最 低 次 的 Hermite 多 项 式 。 有 了 Yare 的 值 , 可 以 不 象 在 
(3.67) 中 那样 由 yw 十 一 1 计算 Vatk ft E Vanek 来 计算 . 令 

jat ks -= PoC tase) jn+ boo = Polat) e 
(3.71) (3.73) ,我 们 有 

y 一 Inako 十 \" (Plt) — Pye) de, (3.74) 


现在 可 以 将 P(t) 看 成 是 由 batts fn425 mas s Íntk-13fn+kos fat ka 确定 
的 Hermie 插值 多 项 式 .。 因而 PO 与 Pe) 的 插值 点 在 前 面 的 
部 分 是 相同 的 ， 可 以 记 


fat | -1 


Ga-i(t) 
Gi(tn+R) 
(1 一 J PN 
qt 
qk_i(ln+k) 
CS 


P(t) 一 PG) = fark 一 ntk) 


十 | fea 一 farko) 


(fat ~~ fnsta) |s (3.75) 
go(t) = l, 


II = Ipi (: 一 1 1 之 1 


t=] 


7 fn +k 
g) = | (gas 
Fn pk—- 


_ gritntk) T 1 
nr er ae 4 
qr-il ntk) jalfntk 一 lot hi 


于 是 由 (3.74) 和 (3.75), 有 


ibs 


d 


Vatk = Ynt ko + a Pn fari — farko) 


十 Ang nikate — fatko)s (3.76) 
其 中 
line Pak = 一 一 一 二 [gri(L) — dgya(2)), 
一 +k) (3 77) 
Ek- (2) g 


hnk ntk = r y> 
TAS ntk dg- (lnt) 


对 于 节操 farko 用 氨 代 法 求解 方程 (3. 76) 的 Yates TERE fatemi 
推进 到 tae, 
gi(1) 可 以 应 用 三 角形 数组 来 确定 。 从 第 一 行 
goli) 一 —(— hntr) 7 一 1 2, e, k +2 
开始 ,后 一 行 的 元 素 可 以 由 关系 式 
gi(1) = (tnk — tna k-i 81-111) + galit 1) 
来 计算 。 每 后 一 行 均 少 一 个 元 素 。 (3.77) 中 只 用 到 前 二 列 的 元 
素 , 而 公式 (3.76) 的 局 部 截断 误差 从 下 面 的 (3. 78) 式 中 可 以 看 到 只 
用 到 第 三 列 的 元 素 . 
《3.76) 中 的 量 yo+ktoy fargo 和 forro 可 以 应 用 插值 多 项 式 的 
各 种 表示 来 计算 .我 们 可 以 得 到 
patho = Varga 十 Ans share + > (gi(2) + htrgi(1)) 
X [fnt fntk-13 fatt- <° “frr pss), 


R-1 
tn + ko = fat het + hath 2 Gitna) Untk- fntk-13 


fatk-23 “ > 六 


和 


k-1 
farro = {fates farial + Dy {hatigi(intt) 十 glata) 


* 


x [fo rs nyk- ntk- 33770 ;futr-i-i]}, 
SACS Len 是 差 商 的 记号 ,特别 有 


+e [99 e 


(j 1 — fotki) 


[fnris fakiri] = 
及 十 万 一 了 十 1 


[ntk fo+ 41 | 一 jy 


1 
has k- 


{for a1; Íntk-13 fntr-2] = 


ntk- -7 fnt- 
X a 一 | 
Sacks- Davis 估计 了 公式 (3. 76) BRR. AS ntk- 
ORLE 


ynt kit) = FY str- Ct), Yatk-iCfntk-1) = Vatk-1 
的 解 , 则 公 却 (3.76) 的 局 部 截断 误差 为 


(大 十 2》 
T atk ~ eS e103), E€ [1 R19 toikl. (3.78) 


为 了 将 这 误差 项 与 Adams-Moulton 公式 的 误差 项 比较 , 在 使 
用 固定 步 长 4 的 情形 ,(3.78) 可 以 写成 为 


Tare = Oht Yaka), 


其 中 局 部 误差 常数 为 

Ck = r*, -一 so) Yt, 
Y* 是 Adams-Moulton 方法 的 系数 ， 表 3.14 中 列 出 了 这 些 常数 中 
Bx HU BIA — 2. 


Rathi 


3.14 二 阶 导数 方法 的 误差 常数 


k 0 i 2 3 4 5 
_1 _1 _1 19 3 

ri ! 2 12 24 720 160 

7 4 1 1 7 17 41 
‘ 2 6 72 1440 7200 30240 
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本 章 附 Ë 
$ 1 是 根据 Gear 的 书 [20] 编 写 的 . eo 


§ 2 的 材料 取 自 Söderlind [105] 和 Creedon, Miller [85]. 


§ 3 是 根据 Lindberg [76] MIBBKR, , 崔 可 发 [6j 编 号 的 ， 
§ 4 的 材料 取 自 Cash [41]. | 


$ 5 的 材料 主要 取 自 Enaright [54] 和 Sacks-Davis [99], 


Shem 


第 四 章 e 的 有 理 分 式 近 似 


许多 常 微分 方程 数值 积分 方法 的 研究 经 常 可 以 将 其 归 化 成 研 
究 指数 函数 。* 的 某 种 有 理 分 式 近 似 。 例如 将 梯形 法 用 于 试验 方 
程 得 


m= = 1 十 zx 十 到 好 十 0(z ) = e (z0). 反 过 来 ,对 于 


l 一 yz 
每 一 个 e1 的 有 理 分 式 近似 ， 总 可 以 构造 与 其 相应 的 数值 积分 方 
法 ， 由 于 这 种 联系 ， 特 别 是 由 于 数值 求解 则 性 方程 对 方法 研究 的 
推动 ,使 得 e 的 有 理 分 式 近 似 , 而 其 中 的 Padé 近似 ， 成 为 一 个 
非常 活跃 的 领域 .在 这 一 章 中 ， 将 介绍 一 些 与 刚性 方程 数值 方法 
PARKA 。 的 有 理 分 式 近 似 的 一 些 处 理 方法 和 结果 ， 


$1 Padé 近似 和 可 接受 性 


给 定 在 含 点 z 一 0 的 区 域 中 解析 的 函数 fe). 我 们 要 用 有 
FE DR AX 
Nine) 
Rin (2) = Dia Cz) (4.1) 
采 近 似 这 个 函数 ,其 中 NG, Ce) 和 Dj, Ce) 分 别 为 不 超过 《次 和 
1 次 的 多 项 式 
Nise Cz) = > am”, 
a (4.2) 
Di, (x) = » b mt”. 


mm i 


112+ 


定义 4.1 如 果 有 
Rial) =f) + olet (zx 0), - (4.35 

WIER Ril 是 fC) AY s Braet. 

假定 NiCe) 相 Dj,.(2) 无 公 因 子 ， 并 且 by = 1, RIA 
By poR+ 1 个 系数 ams Mm = 0, 1, 0t, RA bm m [= l, 4 
j 使 下 面 二 个 条 件 成 立 : : 

(i) 1(0) = Ri (0), | o 

(i) Æ z= 0 处 , f(z) AR, 的 前 了 十 & 次 导数 相 

设 f(z) 在 z 一 0 处 的 形式 竺 级 数 展开 式 为 


1(z) 一 > Cm”. 四 (4.4) 
f) 一 Rin) = GG ee 


> bma” 
可 以 证 明 , 只 要 选取 a 和 bn 使 上 式 右边 的 最 低 次 宕 为 “at+jta， 
则 条 件 (i) 和 Gi) 将 都 能 满足 . 因此, 我们 写 出 
(Der )( 35 bua”) — By awe” = Stews 45) 


mm + ii 


(4.5) 式 右边 的 前 处 十 ;次 备 为 零 等 价 于 a am FO bm 满足 方程 
> Cith—s—m? m = 0, s = 0, l, “1 一 l3 
"5o (4.6) 
a, = >) cr_mbm, r =Q, 1, °°, | 
其 中 约定 
一 0， 如 果 刀 天 0; 


b = 1, 
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(4.6) 是 其 有 1 十 十 1 个 未 知 系数 的 j 十 《十 1 REDE 
A. BOAR, WEZ f(x) 的 形式 为 (4.1) 的 近似 . 将 这 样 构 
造 的 Ringe) RERS 1(x) 的 第 G, k) 个 Pade 近似 ， 记 成 
Pirla). RR 4.1 排 成 的 表 称 作 Padé 表 . 


"eal. Padé 表 


Posol 2) Po, (2) 
- Pio) | PC z) 
P.,0(2) P,,,(z) 


由 上 面 Pj, 2) 的 构造 ， 成 立 关系 式 
| Pi, C) = fe) + O(\z|#*") (20), (4.7) 


BD Pine) 是 f(z) 的 i 十 阶 近似 .由 (4.7) 还 可 以 推出 Padé 
近似 是 唯一 的 . 
现在 来 给 出 Padé 近似 的 显 式 表示 .显然 ,形式 需 级 数 (4.4) 


的 者 分 和 > cmz” 是 f(x) AY (0, k) Padé 近似 。 定 义 Hankel 
行列 式 
AP =1,k>0, 
Cho Ce Chee | | 
AY? = det a cà Eitri k>0, » >, (4.8) 
Chins ck “ c 
其 中 约定 com = 0, m= 1, 20, 这 些 行列 式 在 研究 Padé 近似 


时 将 起 重要 的 作用 。 .特别 ， 如 果 AP? #0, M (4.2) 中 Nile), 
DiG) 有 显 式 表 达 式 


Cm Cm- °°? Cm- 
Neate) = L > det | et TIL am 4.9) 
a: . . 
Cas Chty—1° 时 > Ch 


e114» 


1 ££ g? as z” l 


Chat ch | - +% “CR—pil 
1 
D,,,() = aw det Ck+a C+ Ck “Ck-pt2 (4.10) 
k + è ° « 
ChR+ip Cht» Ck+n-2"°° Ck 


对 于 指数 函数 f(z) = e*, HK Padé 近似 Pile) mer 
分 母 多 项 式 可 以 表 成 为 显 式 


eye SU EA RK MIA m 
NaS Tm ND 


me SG EAE mi! (yn 
Pia = OO G= aj TEn P 


ERKEND ERRER DHERA EEDA, AERA 
ERMER RARAWA (4.1) 的 某 种 AY BESET 性 质 . oe 
Eble [51]， 引 进 下 面 的 定义 : | 

定义 4.2 (i) 有 理 函 数 Ri, (2) MPP Ale) 可 接受 的 , a E 


| (0, 三 ), 如 果 对 于 所 有 zas, = {z|Rez < 0,0 < jarg(—z)|<¢}, 


有 
Ri) S 
(ii) 有 理 函 数 Ri (x) 称 作 40) > 可 接受 的 ， 如 果 存 在 某 个 


e (0, Z), E Risa Ce) 是 Aa) 可 接受 的 . 
(ii) 有 理 函 数 RG) 称 作 4 可 接受 的 (或 称 作 4 (Z) 可 接 
受 的 ]， 如 果 对 所 有 a € (0, =), Ringe) Æ Ale) 可 接受 的 ， 
定义 4.3 ”有 理 函数 Rin le) 称 作 是 Lo) 可 接受 的 ，“e (0, 
= J HO Ris (=) 是 4(e) 可 接受 的 ,并 且 有 
[Ria] = 0, |e] > %. 


当 我 们 建立 有 理 函数 的 可 接受 性 质 时 ， 通 常 应 用 解析 函数 的 
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极 大 模 原 理 . 应 用 这 个 碌 理 ,得 到 上 下面 的 定理 
定理 4.1 给 定形 式 为 (4.1) 的 有 理 函 数 Ril, WRA 
(i) (Ripli) S i1, yeR, (4.13) 
(ii) lim [Ri G) <1 


(iii) 在 集合 C = {zeC|, Rez < 0} R, Ri (2) 是 解析 的 ， 

则 Ria) E 4 可 接受 的 . 

由 这 个 定理 ,为 了 验证 给 定 的 Ri (zx) 的 4 可 接受 性 ,只 要 验 
证 定理 4.1 中 的 条 件 G) Gi) Gi 是 否 成 立 。 这 三 个 条 件 中 ， 条 
件 Gi) 验证 起 来 比较 容易 。 其 它 二 个 条 件 验 证 起 来 比较 困难 ,在 
$2 和 $3 中 ,将 提供 一 些 处 理 验 证 Gi) 和 Gi) 的 工具 和 结果 

类 似 于 定理 4.1, 可 以 给 出 相应 于 Ale) 可 接受 的 结果 ， 

为 研究 有 理 分 式 的 可 接受 性 质 ,可 以 改 成 研究 集合 

A = {zeC| \Rix(2)| > > le*|} = {zeC||SC| > 1} (4.14) 
的 性 质 , 其 中 

S(2) = Rj,,(z)/e’. (4.15) 

事实 上 ,有 下 面 的 定理 (在 这 一 节 的 其 余部 分 大 不 引起 混 清 , 将 省 
f Ri,, (2) 的 下 标 。) 

定理 4.2 Rez) 是 4 可 接受 的 充分 必要 条 件 为 

(i) 集合 4 与 虚 轴 不 相交 ， 

Gi) RG) 在 C 中 无 极点 ， / 

TERR 这 个 定理 由 极 大 模 原 理 及 下 面 的 一 些 事实 推 得 ， 即 
R(=) 与 Stz) 具有 相同 的 零点 和 极点 ， 在 虚 轴 上 lej = 1， 和 
在 虚 轴 上 集合 4 和 集合 

D = {zeC||RCz)| <1} (4.16) 


相 补 .证 完 。 

在 图 4.1 hiit TIARE e HJ Padé 近似 的 集合 4 的 一 
些 例子 .由 这 些 移 形 立 好 可 以 看 出 哪些 是 4 可 接受 鸣 ， 而 包 些 不 
是 4 接受 的 ,特别 可 看 出 , 当 1) 一 2 委 & 委 ) WH e 的 Padé 近似 
是 4 可 接受 的 ( 见 定理 4.19) 由 于 我 们 主要 关心 指数 函数 e 的 有 
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理 分 式 近似 ,在 本 蔬 的 后 面部 分 除 特 殊 指 出 者 外 ，Pad 近似 均 是 


指 对 ce” 的 ， 
H ZA 4 
KON 


Ly 4 
ipa LISTE 
FL harder E 


í <> 


J=6,k=4 


A 


X 


Va 
NS 
NY 
YS 
en 
NR 
X Ñ 


WN 
Kass 


Fiji. WY 
he ¢ uis . 


j=7,k=4 j -10 上 =0 
图 4.1 e” 的 Padé 近似 的 4 集合 (阴影 部 分 ) 


下 面 的 几 个 定理 是 非常 初等 的 ， 但 对 于 讨论 集合 4 起 着 基本 
的 作用 . 

定理 4.3 设 B,= {0|0e[0, 2x], re%@ A}, 于 是 在 在 数 fos 
鸽 对 r+ > ry. B, 恰好 是 【0，2z] 中 的 一 个 区 间 。 当 一 oo 时 ， 
这 个 区 间 收 敛 到 =. =). 所 以 集合 4 的 边界 04 只 有 二 支 趋 
向 于 无 穷 

证 明 由 于 e 增长 得 比 任何 有 理 函数 快 ,而 e 减 小 得 比 
全 何 有 理 函数 快 ,对 于 固定 的 n 有 

0, 如 果 一 二 LiL 一 ， 

R(re") , | | 2 2 


lim ree ia 


T 
rD e 3x 


OO; pipes ZOIS’ 
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因此 , we OA 50 z = re” (>r) 至 少 有 二 个 交点 。 为 了 
证 明 最 多 有 二 个 交点 ,我 们 在 满足 Rire”) = ee 的 处, YE 
算 导 数 


2 (Qeros) — |R(re”) |?) 
dit 
arcost aR Cre® 
= Ire (— sin / — Re (ie ee). 

由 于 当 一 oo iit, | R/R) >0, WE O<t<x, 4rHK 
时 ,这 个 导数 将 二 0; 而 对 于 x < : <2e, 这 个 导数 将 DO. 因此 
对 于 充分 大 的 > 只 可 能 有 二 个 交点 . 

下 面 的 定理 将 集合 4 的 形状 与 近似 阶 建立 联系 .由 定义 41， 
所 谓 Re) 为 e 的 Pp 阶 近似 是 指 存在 常数 c0, 4 

e*— R(z) = cz?" + O(z?1) (2 —>0). (4.17) 

定理 4.4 Riz) 为 et 的 ? 阶 近似 的 充分 必要 条 件 是 集合 4 
由 十 1 个 宽度 为 x/ 十 1) 的 齿 弧 所 组 成 ,并 且 它 们 是 由 P+ 
1 个 具有 同样 宽度 的 4 的 补 cd = {2eC\z& A} HAMS. 

证 明 x 一 re* 在 4 中 的 充 要 条 件 是 |R(re”)e "| >n, 
对 于 ”一 0。 由 (4.17) 得 到 条 件 

| |1 — cere P +t e PHY] > 1., 
由 此 导出 
cRele +D = ¢cos(p + 1): < 0, 
这 在 逐次 的 (Pp +1) 个 长 度 为 x/(p +1) 的 区 间 上 是 满足 的 . 
反之 也 然 。 定 理 证 毕 . 

由 于 这 个 定理 ， 称 集合 4 为 阶 星 形 .另外 称 这 些 齿 弧 的 每 一 
个 连通 分 量 为 指 。 如 果 m 个 具 弧 联合 成 一 个 指 ， 称 它 为 重 数 是 
的 指 . 对 于 补 C4 中 的 英 似 的 集合 ， 我 们 分 别称 其 为 对 侦 指 和 重 
数 是 mw 的 对 偶 指 . 

定理 4.5 每 个 重 数 是 w 的 有 界 的 指 至 少 包含 RG) i mA 
极点 (并 且 计 及 它们 的 重 数 )。 每 个 重 数 为 mw 的 有 界 的 对 侦 指 至 少 
包含 Ris) 的 mr 个 零点 ， 
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证 明令 cU), b SIS h, 是 指 F( 见 图 4.2) HIER aw 
WNERitRAR, a= (c0), ol)) EURA, n= (ele), 
—ei(t)) 是 外 法 线 向 量 . 记 S) = rC, y), z r t iy, 
由 于 s(x) 的 模 往 FF 内 是 增 的 ,我 们 有 O(logr)/On <0. MER 
举 标 形式 的 Cauchy-Riemann 微分 方程 Fo 

O(logr) _ Op, O(logr) _ _ Op 
Ox Oy Oy Ox 
推出 Op/Oa<0, 因此 si) 的 幅 角 沿 着 C) 是 减 小 的 。 在 
c(z) 的 内 部 零点 的 数目 Z 和 极点 的 数目 ?之 间 的 差 是 
2Z 一 P 一 -上 | SD az 一 s(x) HOLA ce) 旋转 的 次 数 
2xt Je s(%) | 
WF bm B38, WR RASA, AI arg (sz)) 至 少 
m 次 有 同样 的 方向 ， 所 以 旋转 数 至 少 为 一 m FP Sm, CLE 
4.2, 其 中 m= 3) 


7 图 4.2 
对 于 对 侦 指 的 讨论 是 辐 祥 的 ,可 以 从 SMB) So 开始 讨论 ， 


52 er 的 Padé 近似 的 零点 和 极点 


为 验证 定理 4.1 ORE ( 诗 )， 需 要 确定 有 理 函 数 R=) 的 极 

点 在 复 平面 上 的 分 布 。 也 就 是 要 研究 分 母 多 项 式 的 零点 的 分 布 问 
题 . f o 

我 们 先 介绍 一 个 较 一 般 的 关于 多 项 式 序列 无 零点 区 域 的 定 

理 . 

定理 4.6 令 {P Hag 是 次 数 分 别 为 和 的 多 项 式 序列 ， 满 
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足 三 项 递 推 关系 式 
| pi (=) 一 (3 + 1) oe — = Peale), 
k = 1, 2, ny a. 18) 
其 中 对 于 所 有 Lakin, by 和 。 cx 均 是 正 实 数 ， 并 且 假 设 
p_i(z) = 0, Pole) = p #0. 令 
a = min {h(l — bhac) ik = 1, 2,-°°, ah bo = 0, (4.19) 
如 果 > 0, 则 在 抛物 线 区 域 


Pi wizg=axtiyeC |" S 4alr +a), x > —a} (4.20) 


中 将 不 含 Pale), ple): e, ps) WS. 
证 明 ze B, 为 任意 固定 的 点 ， 并 且 不 是 任 何 nG), 
sS k&n 的 零点 ， 定义 


~ = a), = 1,2, 4.21 
ek Hk (z) = bP (2)’ k n, ( ) 

由 归纳 法 ,可 以 证 明 不 等 式 | 
Re mų <l, k= 1,2,- (4.22) 


这 对 于 k= 1 是 成 立 的 . 事实 上 ,由 (421), (4.18) 和 假定 
Po(z) = Po # 0 A 
zPo(z) zoz) = ŽŽ 
bP Cz) (a/b, + 1)Pof%) z+ b 
由 此 推出 , 当 且 仅 当 Rez 之 —h YY, Rem <1. 因为 EP, H. 
HH (4.19) 4] 6, = a, Apel Rez > —a > — h. 

现在 归纳 地 假定 对 某 个 满足 2 短 4 委 ?的 GA Re masl, 
FH (4.21) Al (4.18), 可 以 将 oy RR 
SP p-1 (z) _ zP,-1(2) | _ 
b,P, (z) (z 十 br Pr i(%) 一 bice BP R-2 (x) 


$ == 


z 
z 十 by — brck Okiti 


或 者 写成 Pt = T Cea), P T,(o) 是 由 


= T,(w) = — mm 
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2 
t.. 


所 定义 的 变换 .由 归纳 假设 ,wx RT EFH Reo < 1 在 变换 Taleo) 
FAJRE. Tilo) 的 唯一 的 极点 是 
| z + b, 
OEO bea by 

再 由 (4.19), Rez > —a 之 一 (外 — b,c%'b,-1) 5s IE Re co, > 1, 
Alt, T,(o) 将 Re w <1 RE) F FEAA D 上 .这 个 网 
盘 的 中 心中 是 在 Ti(w) Fo PRP FAR Re w 一 1 与 极点 
h 对 称 的 点 的 象 ， RU 


z+, \ 
=—7T,(2—a,)=T (2 — z tor 
Šk el @,) $ berb, 


~ 2Rez + TRE 一 per) 
另外 ,由 于 T ,(0o) 一 0 在 Di NFL, 这 个 圆 盘 的 半径 n 为 


rk = |ë; | = dl 
2Rez + 26,(1 一 braci") 


Auk, Di 中 的 任意 点 的 实 部 不 超过 各 
Rez + |z| 
2Rez + 24,(1 一 b,_icy) 
再 由 (4.19), XT BH EAA 
Rez + lal 
2Rez + 2a 
可 以 直接 验证 ,由 于 ze oa， 它 不 会 超过 1. 于 是 由 于 meD,, W 
有 Rem <l. 这 就 完成 了 建立 (4.22) 的 归纳 法 、 
容易 看 出 ,对 于 所 有 &=0, 1,---, n, P00) 关 0。 另 外 ,如 
果 对 某 个 k = l, Pizo) = P;_1(20) 一 0， 则 显然 有 Zo Æ 0, 由 
(4.18) 导出 对 所 有 1040 委 1 Sk 有 Pil) 一 0， 特 别 这 将 推出 
Plz) 一 0。 得 到 和 矛盾 。 因此 ,对 于 每 个 k&, ISkSn, PO) 和 和 
yale) 无 公共 的 零点 。 | 
后 ,假定 定理 不 成 立 。 存 在 某 个 Za MED Rk, 1 SS 
n 使 有 Plr) 一 0。 显 然 ， 由 (4.18), Pile) 一 (Po(z)/51)(z 十 
如). 于 是 p 的 唯一 零点 是 一刀。 但 由 (4.19), ~b < 一 5， 这 个 
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Reg, 十 ry = 


PARE Do h, Bib, 2< kn. Ew Hll), ala 
0 推出 


(2 + pe 一 一 Py-a(2o}, 
b, | Ch 


并 且 因 为 p) Maas) 无 公共 的 零点 ,通过 除法 得 
Ch ZoPy—-2( Zo) | 
brib, “1b, (Zo 十 b,) = oe Pr 20) = Hy-1(20). 
由 (4 22) 推 出 RepyrCeos) 和 1。 对 上 去 取 实 部 ,得 到 
Rez S A — brack) Sa, 
另 一 方面 ;由 (4.20)，zoeSpu 推出 Rez > 一 ac， 它 与 上 面 的 不 等 
式 矛 盾 。 因 此 对 于 每 个 k, SASS pr) 在 Po PEZA. 
证 完 。 
定理 4.5 ”可 以 直接 推广 到 满足 (4.18) 的 无 限 多 项 式 序列 
{pr(z)1 了 r=2o。 在 这 种 情形 ,我 们 定义 
a = inf {b,(1 — dcx) [R= 1, 2, eej, 
只 要 之 0， 则 在 由 (4. 20) 定 义 的 区 域 Ha 中 ,每 个 HOR 
i = 1, 2, BEEM. 
机 这 定理 可 得 下 面 的 _ 些 推论 


a 
推论 41 令 ol) = È azi, R= 0, 1, oom, 假定 对 所 
i 一 0 | 
有 1=0, 1, see, n, aj > 0 入 
~ = min (== a “=| | 一 l, 2, ->e n] > 0, 


CA 48 一 I 
其 中 约定 a_,/ a = 0, 于 是 多 项 式 sh. C2), 一 1, TEREF i 在 出 
(4.20) 定 义 的 抛物 线 区 域 Pa MEE M. 


推论 42 令 f(z) 一 > ai LVARBM, 假定 对 固定 的 


v 之 0， 对 应 的 由 (4.8) 定 义 的 Hankel 行列 式 满足 
AY > 0, Al? +D > 0, 对 k= 0, l, -> B, 
AGt? > 0 对 k 一 0, l, vee, n — 1, 
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KE UIE ASR “为 
æ 一 min | k = 1, 2, | (4.23) 
于 是 f(x) 的 Padé 近似 的 分 子 Nile), Neale), +++, Nom) 
在 由 (4.20) 定 义 的 抛物 线 区 域 Bo HRSA. 
对 于 Padé 近似 的 分 母 ,可 导出 下 面 的 类 似 结果 . 
推论 4.3 ”对 于 固定 的 w 之 0， 假定 对 应 于 形式 需 级 数 f(x) 


> aizi 的 Hankel 行列 式 满 足 
j=0 


AP >0, AR >0, MF k=l, 2,-°-, v, 
AS, > 0, $F k=l, 2,°°-, »—l. 
由 | | 
CR) Aik) 
aia 1 Be} 
定义 常数 a, MIT f(z) 的 Padé 近似 的 分 母 Dial) Dia), 
e, Donl) 在 抛物 区 域 
Pa = {z =x + ive C\y? < 4ala — xr), a> x} 
中 无 零点 ， | = 
这 一 节 的 其 余部 分 考虑 e 的 Padé 近似 。 由 推论 4.2 和 推 
W 4.3 可 得 到 下 面 的 推论 . | 
推论 44 对 于 每 个 固定 的 > S0 和 每 个 2 SO, e” AY Padé 
近似 的 分 子 Noal) 在 区 域 
一 1z 一 YY 十 2yECY 4v+1)(xtv+ 1), 
x > — (v + 1)} 
中 无 零点 ,而 分 母 D,,,(z) 在 区 域 
Day = {z =r +H iyEC| PSA + (n+ 1 — x), 
x<(n+1)} 


a = min | 


中 无 零点 ， | 
特别 ，e= AY Padé 近似 在 区 域 
Pı = {z =r HiIyEC|P Kilt l), r>—-—1} 
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中 无 零点 。 
证 明 对 于 e*。 当 5 之 1 HY, Hankel 行列 式 4% 由 
， a 
Ul Gs 1) G+ m—1) 
给 出 ， 因 此 ,对 任何 # 之 0， 由 (4.23) 确定 的 常数 为 
a = min{(y+ 1)|*= 1,2,-.…., 2 一 2 十 1， 

所 以 由 推论 4.2, EKR Pon 中 Noale) EBA. 

对 于 D,,,《z) 可 进行 类 似 的 证 明 ， 

利用 推论 4.4, 通 过 繁琐 但 初等 的 证 明 可 以 得 到 下 面 一 系列 定 
理 和 推论 ,它们 的 证 明 见 Saff 和 Varga [100], [101]. 

定理 4.7 ”对 于 每 个 nS 2, o, e 的 Padé 近似 Prle) 
在 无 限 山形 | 


bm = {rec 
BEEM. 


on DRAAIEN, BIE TONE. 
推论 4.5 对 于 任何 国定 的 o> 0, e 的 Padé 近似 的 序列 


{Plowo(z)} so 在 无 限 局 形 | 
large| < cos"! (=<)! | 
HAS A. 


pv = fe EC 

由 定理 4.7, WE n <v t+ 2, 由 (4.24) 定 义 的 无 限 扁 形 将 含 
有 整个 闭 右 半 平 面 。 因 此 由 定理 4.7， 立即 得 到 Fhle [52] 的 结 
果 . 

推论 4.6 MR nsv t2, Wi) 的 Pade 近似 P,,,(z) 的 
所 有 零点 均 在 开 左 半 平 面 . 

这 个 推论 的 结果 可 以 推广 到 > 委 > 十 4 的 情形 . 

定理 4.8 WER n<sv+ 4, Wj e 的 Padé 近似 Prs Ce) 的 
所 有 零点 均 在 开 左 半 平 面 中 。 


s 12 d o 


AS = 


|argz| < cos ==} (4.24) 
nro | 


由 于 Posle) 在 右 半 平 面 中 具有 零点 ,定理 4.8 中 的 结果 是 不 
能 改进 有 的。 但 是 可 以 建立 下 面 的 结 

定理 4.9 给 定 任何 整数 r, 存在 整数 m 一 m(T), fi e" AY 
Padé 近似 的 序列 {P,-.,.(2)},2, 的 所 有 零点 均 在 开 左 半 平 茄 。 

这 个 定理 说 明 , 沿 着 Padé KIES T 次 对 佣 线 充分 远 的 Padé 
近似 的 所 有 零点 均 在 左 半 平 面 中 . 

如 果 我 们 称 使 序列 {Nnr l)en 在 闭 右 半 平 面 中 无 零点 
的 最 小 的 非 负 整数 因为 ma), 则 数值 计算 表明 有 mG) 一 6， 
m(6) = 9, m(7) 一 14, m(8) 一 19, m9) 一 26。 所 以 mlr) 似 
乎 是 z AYES Yale TS pa BY | 

下 面 是 两 个 关于 包含 Padé AMIRA E AEE 
的 结果 . 

定理 4.10 对 于 任何 2 之 1 和 任何 vy SO, e” 的 Padé 近 
似 Pues) 的 所 有 零点 满足 | 

Re(z) € n— », 

定理 4.11 对 于 任何 n > 3,» > 0, e7 A Padé FDI Posy (g) 
的 所 有 零点 在 贺 盘 
|z| = 20 +») + » — 1) | 

(n + 2v +1) 
中 ,另外 ,在 Rele) 之 0 中 的 P,,,(z) 的 零点 均 满足 不 等 式 
|z| <2(n — 3), 
由 (4.11) 和 (4.12), 成 立 等 式 
| Di) = Ny,i(—z), (4.25) 

因此 ,由 前 面 e 的 Padé 近似 的 零 总 的 分 布 区 域 的 结果 ， 立 即 可 
以 得 到 Padé 近似 的 极点 的 分 布 区 域 的 定理 。 例 如 ,由 定理 4.7, 可 
以 得 到 

定理 412 对 于 每 个 2 之 2, 020, e* 的 Padé 近似 P,,,(z) 
ERAÉ 


Pun 一 |sec 


larg(—z)| S cos? (2 7 =2—42)} 
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中 无 极点 ,因而 Pens) 在 Gon 中 是 解析 的 ， 

由 定理 4.8 可 得 到 

定理 4.13 mR xSv—4, W) e* 的 Padé 近似 P,,,(z) 
的 极点 均 在 开 右 半 和 平面 中 。 在 开 左 半 平面 中 Prle) 是 解析 的 ， 
BU e* 的 Padé 表 中 的 第 四 次 对 角 线 及 其 上 面 的 所 有 Padé 近似 
在 开 左 半 平 面 中 都 是 解析 的 ， 


“$3 e 的 有 理 近 似 在 虚 轴 上 的 模 


令 
k j | 
Riala) = Dd) ame” / (> Dnt”) aor = 1,b; = 0 (4.26) 
m= 0 m= 0 | 


是 指数 函数 A 的 一 个 有 理 近似 ,有 下 面 的 定理 。 

定理 4.14 4 <j 时 , (4.26) 的 有 理 函 数 Ri,i(x) KTH 
数 函数 a 的 近似 阶 的 充分 必要 条 件 是 Ri,i(z) 可 唯一 地 表 
成 . 


| 

ASC rpi (0) 2” 
Rip; 2) = 天 一 一 一 一 
(È (=p), 


其 中 Pi) 是 次 数 为 i 的 多 项 式 
pila) = >) rhe” 3 p (a) = 


并 且 有 PPC) = 1, pj(1) 0. 
证 明 i Rin) 可 唯一 地 表 成 (4.27)。 由 定义 不 1 我 们 放 
须 证 明 


(4.27) 


(x) lena, (4.28) 


j 
e* >) (SDr Aa)” 
m= 0 


R 


= $) (—1)pP-®(0)z” + O( zk"), (4.29) 


二 
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应 用 两 个 级 数 的 Cauchy 乘积 ,得 
cy (=PO a” 


o mi nim,j} ay | 
-5| © eo}, 


m=0 i=) (m— il | 


mint{m ,i)} 


(—1)’ (j— D) 
=o (m—l)! pr (1) 


一 《一 1)” > ED py), (4.30) 
f=9 
由 Taylor 展开 ,对 于 0<i<j, A 
PITE) — > (x = 1)’ pi-i +I), (4.31) 


fx 
内 此 (4.30) 的 右边 等 于 《一 1)?2 扩 ”0(0)，(4.29) RAL. 
假定 Ril) 对 e 的 近似 春 Sk, 由 
加 (1 ) = (—1)"2,, m == 0, l, “ j 
确定 唯一 的 了 次 多 项 式 p(x), WE 
j R 
et (= DPP" = D ape” + OC), 


应 用 与 上 面 充 分 性 相 类 似 的 证 明 , 可 得 到 
Am = (—1)” p ™(0), m= 0, 1, +> taks 

这 表示 存在 唯一 的 i 次 多 项 式 vE), 使 Rial) 可 表 成 (4.27)， 
EE. 

定义 44 & pj(x) 是 表示 式 (4.27) 中 的 x 的 7) 次 多 项 式 , 则 
称 它 为 有 理 函 数 Ri(p,z) 的 系数 多 项 式 ( 简 称 为 C 多 项 式 ). 

定理 4.14 说 明 Rigg Ge) 对 oe? 的 近似 阶 之 的 充分 必要 条 
件 是 存在 唯一 的 C 多 项 式 AG). TERTRE TIAA H, JHR 
ERKO 

如 果 我 们 知道 近似 的 阶 是 大 于 的， 可 以 得 到 更 加 精细 的 结 
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R. 
定理 4.15 S Ril) 是 e。* 的 有 理 近 似 , W Ril 的 近 
似 阶 之 t ERRENTE Rj,,(2) 的 形式 为 
P(X) 一 一 一 - = le Me 一 1)" iire- Cl WR sey, (4.32) 


Oe) = tpa C), ME kS si (4.33) 
的 唯一 的 C 多 项 式 , 其 中 firl) 是 ”次 多 项 式 . 
证 明 首先 假定 Rial) 是 e 的 阶 * 之 t+ 的 近似 ,由 (4.29) 
有 


mi n{im,j? 


— 1)? , 
, ( Ar p" "(1) =n 0, 


=p (m — 

m=ak+1,k+2,-°°,5 : (4,34) 

(AN s> k, C 多 项 式 的 存在 性 由 定理 4.14 HEI). WR AR <7, 
对 于 Atlam<syj, A430), (4.31)M4.34) EH 

pI-™(0) = 0, m= k+- 1, k+2, +++, minfj, s}, (4.35) 

于 是 对 于 s<; 得 到 (4.33)。 现在 假定 s Si, EMM LC) 

(r=0, 1, 2, °°) 为 | 

lax) = px), 


S (4.36) 
ua 一 | 1,(4)a4, + 20. 
应用 (4.31) ,我 们 得 到 显 式 | 7 
1 (x) = > PF O (x 1t), (4.37) 


ATO oni ry 
另外 ,由 (4.34) ,对 于 m =f, itl, 55 有 


【一 1 pu-PCy) 


1=0 (Mm 一 1)! 
= (| —] V (—1)! i) _ 
= (—-1) © some ry pC) = 0. (4.38) 
由 (4.35)(4.37) 和 (4.38), 推 出 Oo 
pe-™-'"0) = 0, m= k + l, k+ 2,°°°,7, (4.39) 
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1 (0) 一 0, 一 1 2, .5 一 )。 (4.40) 
另外 显然 有 | a 
7 LO) =0,r=1, 2, «++, 5—j. (4.41) 
但 是 由 1,(x) 的 定义 (4.36), 有 
,ri(%) 一 了 (xz)，7r 之 0. 
这 与 (4 39)—(4. 41) 一 起 给 出 i 
I0) =0, m=0, 1,.…,s—h—1, 
121) =0, m=0, 1, .一 1/ 一 1 
于 是 由 于 ts) 是 :次 多 项 式 ,得 
Lila) = x (x — 1) fj jane), (4.42) 
其 中 Pisite- C) 是 次 数 peRr—s 的 唯一 的 多 项 式 ， 但 是 
p(x) = IEP (x), 
当 > j 时 ,这 与 (4.42) 一 起 给 出 (4.32). 
如 果 C 多 项 式 有 形式 (4.32)(4.33), 则 显然 Riz) 的 近似 阶 
为 5。 证 完 。 
令 ple) 是 有 理 函数 的 CSUR, 由 


~ nal A 
p(y) = 2 p(2+4) (4.43) 
定义 另外 一 个 多 项 式 ， 我 们 称 其 为 有 理 函 数 的 C SHR. TÆ 
(4.27) 中 的 函数 可 以 写成 
> (—1)"27 mgm 1g 


RM; 2) = 一 一 一 一 一 (4.44) 
| > (—1)"27"50-"™(1 )z”, 
并 旦 a = = 1 如 果 将 (4.32) 和 (4.33) 换 成 


Bly) 一 L(y + 1) (7 一 Ly Pi irra) la s > 7,(4.45) 


iy mi 
POO) = OLY BG, RSS i, (4.46) 
其 中 Pi) 是 次 数 为 了 的 多 项 式 ， 则 定理 4.15 的 结果 可 以 用 
Bly) 来 叙述 。 作 这 种 变换 的 一 个 理由 是 为 了 对 称 性 、 特别 是 对 
于 Padé WV, Legendre 多 项 式 将 起 重要 的 作用 ， 通 常 这 些 多 项 
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式 都 是 定义 在 [一 1 1] 上 的 ， 
例 4.15 e 的 对 角 线 和 次 对 角 线 Padé 近似 的 G 多 项 式 由 


工 
PO) = 2 r LO + DO — DA CC 


证 明 由 Padé 近似 的 定义 ， 第 (i，《)-Padé 近似 的 近似 阶 
为 “一 /十 对 将 :的 这 个 值 代入 (4 32) ,再 由 ZCx) = 1, 给 出 
(4.47), 

利用 Legendre 多 项 式 的 正 交 性 ,可 以 证 明 下 面 的 结论 . / 

引 理 4.1 令 pO) 由 (447) 给 出 , 则 存在 唯一 的 常数 组 G,, 
ik, ktl, +, i, PA o E 

PO) = 2 a;P;(y); (4.48) 

其 中 p(y) (G =0, 1, 2, Sy 是 Legendre 多 项 式 。 

利用 表示 式 (4.48), 得 到 下 面 的 表示 . 

例 4.2 ”对 于 对 角 线 , 第 一 和 第 二 次 对 角 线 的 Pade 近似 的 C 


多 项 式 分 别 为 
at (y) = 2 p(y), 


(2k)! 
k — 
By) 一 TOE (Ps) + AG), 
By) = 2 A=)! [Ap cy) 


(2k — 1)! 
+ (2k — 1) Pp O) + (k — 1)p,Cy)] 


= ATD p(y) 


(k — 1)(2k — 2)! 
一 P,(y)], 
现在 我 们 考虑 二 个 重要 的 有 理 分 式 近 似 类 
例 4.3 .C 多 项 式 p 给 出 阶 24 Ket AR Padé 近似 ， 而 
PO AERA 2 — 1 的 第 一 次 对 角 线 的 Padé 近似 。 我 们 可 以 研 
究 包含 这 两 个 近似 作为 特例 的 所 有 阶 至 少 为 2% 一 1 的 有 理 函 数 
近似 类 。 按 定理 4.15 和 方程 (4.44),(4.45), 这 类 近似 可 以 唯一 地 
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号 成 


k 
O> (一 1 )*2 "pt —] Je” 


mæ p 


as 2) = — (4.49) 
> (—1)"27 ema ` 
p(y) = PI a; y) = Di 
x 二 T [C7 — DO 十 ay}, (4.50) 
记 这 个 多 项 式 为 Pl,(a;y ). a 
ir LO? = A = 2 S10 = DEV 
PI (a3 y) = Pk O) + 元 二 7 PRC) 
~ oh 一 一 [p,(y) + 4.109), | (4.51) 
对 于 k=l, 2, A 


Pia; y) =y +a, 

I+ 5 (1 — a)z 

Sla; 2) 一 一 一 一 一 一 一 ， 
1- FU + 4): 


1 
Pia; y) = Lp+ ty—b 
2 3 6 


las (i+ Set Gator 
2 3 12 


由 引 理 4.1, 方程 (4.51) 和 Č 多 项 式 的 唯一 性, 如 果 a 一 0， 
则 近似 (4.49 ) 的 近似 阶 为 2k, 在 这 种 情形 我 们 得 到 Padé 近似 .对 
于 a 六 0， 近似 阶 为 2* 一 1, 当 4 一 1 时 产生 第 一 次 对 角 线 Padé 
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wi. 
例 4.4 阶 大 于 或 等 于 2 一 2 的 有 理 分 式 近似 族 . 按 (4.45), 
C 多 项 式 py) aan 


ply) = Di 

x a0" 一 Tt + ay + 6)], (4.52) 

与 例 4.3 一 样 

d* -1 
aye TO? 一 1) ] = 一 1 ty] 

一 24( 2k 一 太一 ye eyty 

d? yen 
一 2k a [0° — 1)**], 


记 这 个 PO) % Phila, b; y) 于 是 PJ, 可 写成 为 


Pia, b; = Pk a #i_, 
Jla, y) = p? O + = ry Be (y) 


- —! |5 
2(k — 1)(2k — 3) 4 + 2k — | Peay) 


= 2 2)! [204 i 
(2k — 2)! ps 2k 一 D pty) + apy_sly) 


+ (è +) noh (4.53) 


再 由 C 多 项 式 的 唯一 性 推出 。 如 果 b= —1/(2k— 1), a 任 
意 ， 则 阶 s>2k— 1; WE b= —1/(2k— 1), a=0, WH 
s = 24。 将 对 应 于 PJi(a,6b; Y) 的 有 理 分 式 记 成 Tila, b; z), 
前 两 个 C 多 项 式 和 有 理 分 式 近似 为 


Pj,(a, b; y) = > (y? + ay + b), 
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1 1 1 
Pj(a, b; haar 4 和 2 十 一 (2 一 1)7 一 一 0， 
J:( y) 一 a 7 ( yrs 


Tla, i 
2 4 16 3 


tiate-ae'|/[1-F (+4 2), 


+ 1 (C44 ya)? 20 +b aje’, 
利用 C 多 项 式 p(x) 可 以 建立 验证 定理 4.1 的 条 件 (4.13) 的 
MEW. SM YER, PAR 
E; C) = |Dj (iv) |? — INGI) I. (4.54) 
RAGS) SOFT 
| Ei) 20, VER, 
对 于 RS}; 定义 函数 Hi (T, , 和 ME(rt, y) 为 


Hi (r, n= X 1 9mp- (r)o" „vé C, TER, (4.55) 


M*(r, y) = H (e, iy) - HI (r, —iy), VER, (4.56) 
则 有 
|D; (Gy) = MI C, Y), 
IN, Ci)? = M} 0, Y), 
由 于 ME(r, y) 一 MY(r， 一 y)， 可 以 将 其 表 成 


k 
Ml lr, 9) = >) Tiry”. (4.57) 
m=0 


下 面 来 确定 TiAl) 的 表达 式 。 直 接 对 (4.55) 微 分 ,得 到 


OHNE 2) He, v) + CIP TR) 
T 


因此 由 (4.56) Al 


Mr Y) 一 (=t PCE WRENS iy)} 


w= —2pu- en Ref) (— 1)” pt7 Ow yatea}, 
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但 是 由 (4.57) | 

ƏMİ, Y) _ : do Dike im 
Or 2 dr Tia Cr )¥™, 

比较 系数 给 出 | 


0, | 对 于 2m < k, 
E TAE) = 4A UMO) 


KPIT), at 2m >k, 
通过 积分 得 到 

Trpo), ”对 于 2m SR, 
PLACE) = PRACO) + 2¢— 1k" ae 

PTR IM) Cel dx ， 对 丁 2m >k, 
假定 有 理 函 数 Rj,4(z) 对 e” 的 近似 阶 s > js WAF m= © 
k+l, k+2, 120 (0) = 0. 这样, 由 (4.55),(4.56) 和 
(4.57) 可 以 推 得 | | | 


rist(0) = TeiC0), 4 m<k 时 ， 

ra (0) = 0, 
将 Tix#(t) 代入 (4.57), 并 记 
E(P, i, ky yy = MI(l, y) — MY(0, y) 


当 m>k i. 


=A D fl! coer a | yam 


m= [=] 


(4.58) 
则 我 们 得 到 下 面 的 定理 


+ {[pC1)Y — [e00) FP} y%, 
定理 4.16 > R,,,() = Ri(p; z) we UT UB s> ie AY 
有 理 近 似 , 则 定理 4.1 中 的 条 件 (i) 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
E(P, jis kiy) 20, yER. (4.59) 
$4 4 可 接受 性 


由 定理 4.1 和 定理 4.16, 直接 得 到 定理 


© 134 


定理 4.17 令 Ril) = Re, z) 是 e* 的 近似 阶 s 2 ;的 
有 理 近 似 , 则 如 果 满 足 条 件 
: (i) ECP, ft, kiy) 20; yER, (4.60) 
其 中 下 定义 为 
E(P, j, kiy) = 2-1) 


X >> (=| l,i) por me) dx \ yam 


m= [42] | | 
+ Kat} — POP”, E (4.61) 
7， 由 (4.36) 给 | 
(ii) ADP POPO, 
Gii) 多 项 式 


D(p, 432) = >) (1) pi)" 
m= () 


的 所 有 零点 均 在 右 半 复 平面 中 ， 
WAREM Ri) 是 4 可 接受 的 。 | 
证 明 Gi) 和 Git) 是 定理 4.1 的 条 件 Gi) M Gi) 的 直接 
应 用 . 只 要 证 明 (4.58) 可 以 写成 (4.61) BK, W G) 是 定理 : 
4.16 的 结果 。 由 定理 的 假定 , 阶 $ >j, XER / 
1,(0)=0,7+=1,2,...,5—J, n 
应 用 这 个 结果 ,并 对 (4.58) 进行 才干 次 分 部 积分 ,得 到 (4. s1). 
完 。 
与 $3 中 一 样 ,也 可 以 将 定理 中 的 区 间 [0. 1] 改 变 成 [一 1,1]. 下 
只 给 出 用 PG) 表示 的 函数 E. MAA. 44), 得 到 
E($,1, ky) 一 2(—1) | 
x 5 k= | i, _j(e)pir OT yz 
m= [532] Oo 
bY PCL) — [pC 1) Po”, (4.62) 
其中 定义 | Co | 
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To(y) = ply), | | 
MOAR OE (4.63) 
在 例 4.5 中 ,将 应 用 下 面 的 一 个 定理 
定理 4.18 如果 多 项 式 p(x) (或 5Cy)) 满足 
p(x) = (—1)p(1 — x), (4.64) 
(ply) = (—1)'o(—¥)). 
则 当 :之 ij 时 ,相应 的 多 项 式 E (或 FE) 是 零 多 项 式 . 
证 明 只 考虑 多 项 式 E 和 i 一 的 情形 。 由 (4.64) 得 
Hi(0, 0) = Hi(1, ~—v), 


因此 有 
Mi(0, y) = MiO, Y), 
这 时 多 项 式 E 可 表 成 
E(P, ji, i y) = MiG, y) — MiC, Y), 
SLED 4S EN ce ERA it 


例 4.5 WAR, 第 一 下 次 对 角 线 和 第 二 下 次 对 角 线 的 cz 的 
Padé 近似 是 4 可 接受 的 . 
由 定理 4.13 知 这 些 Padé 近似 在 开 左 半 平面 中 是 解析 的 . E 
TE 4.1 的 条 件 Gi) Gi) 显然 满足 . 
对 于 对 角 线 的 Padé W, PCO) 满足 (4.64), 由 定理 4.18 Al 
定理 4.17 的 Gi) 成 立 。 对 于 第 一 下 次 对 角 线 ,由 (4.62)， 有 
RGR, i, j— 1; y) “|= | ”， 
因而 (4.60) 成 立 。 第 二 下 次 对 角 线 的 Padé 近似 的 多 项 式 为 
~ Bi yi 
E(P, i j—2; y)=— een > 
(4.60) 也 成 立 。 因 此 上 述 的 4 可 接受 性 的 结论 成 立 。 
“” 例 4.6 对 于 第 三 下 次 对 角 线 Padé 近似 Pil), XRT k= 
1 一 3， 一 21 一 3， 多 项 式 为 
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EP, j, ji— 3; y) = lez = | yid y3 — 1 — 2)}, 

4 y PEARS 
o VO <y<VG=D. 
时 ,(4.60) 不 成 并 ,对 于 x 一 iy， 其 对 应 的 近似 按 模 大 于 1， 因 此 
第 三 下 次 对 角 线 Padé 近似 不 是 4 可 接受 的 。 

TERT 4.5 和 例 4. 6 的 结果 ，Ehle (1969) 提出 下 面 的 猜 
‘a | 

定理 4.19 (Ehle 猜测 ) 指数 函数 e 的 Padé 近似 Pa 
为 4 可 接受 的 充分 必要 条 件 是 | 

1 一 2 委 4 和 1 | | (4.65) 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 需 要 以 下 二 个 定理 。 ETRE Bebe 
用 阶 星 形 的 技巧 ， 

定理 4.20 如 果 RCs) 是 4 接受 的 ， 并 且 是 e” 的 阶 为 s 
的 近似 , 则 有 

si2j Ms << 2k4+2, | 

WEAR ”由 定理 4.4， 阶 星 形 4 至少 有 (G+ 1)/2] 个 指出 现 
在 左 半 平面 C 中 ( 见 图 4.3, 其 中 十 1 一 11.). 由 定理 4.2 和 和 
定理 4.5，、 这 些 指 不 能 与 虚 轴 相交 ,也 不 能 是 有 界 的 。 由 定理 4.3， 
它们 将 合成 一 个 指 ， 并 且 至 少 包 含 [(s 十 1)/2] 一 1 个 有 界 的 对 
偶 指 。 而 由 定理 4.5，R,,x(z) MSAD BRR BEA SH k> 
[(s+1)/2]—-1, 好 :过 2% 十 2. / / 

另外 的 不 等 式 是 显然 的 因为 * 委 4 十 1， 和 双 魏 1/ 
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定理 421 假定 ?的 有 理 近似 Rina) 满足 条 件 

G) 近似 阶 ky 

(ii) lim | Ri) < 

(iii) Ri (2) 的 分 母 D; (2) 的 系数 具有 交替 的 符号 

| 则 Ri (2) 是 4 可 接受 的 . 

WEH Git) PE Ry. HG. 54) 定 义 的 函数 Ein) 是 
BEA. FBT, E0) = OC"), y0. Bk, DA 
H EnO) = Dri, TA (ii) 推出 D > 0, KEERA SERE 

、 (st ITA gan 
“由 定理 44。 至 少 有 (S| 个 4 的 指出 现在 右 半 平 面 中 ， 
HAREM 4.3， 它 们 一 定 是 有 界 的 。 因 此 Ri) 在 右 半 平面 中 
ana [SU | 个 极点 ， 


由 (i) [二 上 | > ;一 RaO 在 左 半 平面 中 最 多 有 一 个 


极点 , 它 一 定 是 实 的 . 但 是 由 ( 壕 )， 这 是 不 可 能 的 。 这 样 定理 4.1 
的 三 个 条 件 都 能 满足 ，Ri,x(z) 是 4 可 接受 的 . 
定理 4.19 的 证 明 必要 性 由 于 Padé 近似 具有 最 优 阶 ， 一 
k+ j. 由 定理 4.20, 推出 
ti k+j&2k+)2, 
这 就 是 (4.65)。 充 分 性 由 定理 4.21 RA 4.5 给 出 ， 


本 章 HM e a 
§ 1 的 材料 取 自 Ralston [96], lambert[67 | 和 Wanner， Hairer, Ngrsett 
的 [110], : 
$ 2 是 根据 Saff, Varga 的 [100][101] 编写 的 ， 
$3 是 根据 Norsett [91] 编号 的 ， 
§ 4 的 材料 取 自 Ngrsett [91] A] Wanner, Hairer, Norsett ( 140]. 
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第 五 章 ERIE TE 


ee tert: , 
y’ = f(r, Y), (5.1) 
它 由 NN 个 一 阶 方程 所 组 成 。 它 的 时 间 常 数 是 Jacobi HE J=JO) 


一 ay C FO) 的 特征 值 的 实 部 的 负 例 数 ， 其 中 FG) 是 (5.1) 
的 要 求 的 特 角 为 了 在 ) = FO) 的 邻 域 中 考虑 (5.1) 的 性 态 ,可 


以 考虑 (5. 1) 的 变 分 方程 | 
= Jey (5.2) 


和 它 的 特 解 。 BEJO 是 慢 变 化 的 。(5.2) 的 特征 解 近似 为 指数 
函数 , 即 只 要 是 7 的 单 根 , 则 
y(t) = y(0)e* (5.3) 


将 是 (5.2) 的 一 个 近似 的 特征 解 . 在 格 点 {ts 一 nh}, kh > 0, n= 
0,1,…… 上 , 解 (5.3) 满足 递 推 式 

O an) = eCa), (5.4) 
其 中 4 一 1h, Abb lal < 1, E yC) By (toys) 的 变化 是 
缓慢 的 . 大 多 数 传统 的 积分 公式 只 在 这 种 情形 是 精确 的 ， 车 
19| > 1, 65.4) MyGen) 到 es 的 变化 是 迅速 的 . 传统 的 数 
值 积分 公式 无 法 反映 这 种 变化 .一 个 能 有 效 地 积分 求解 刚性 方程 
组 的 数值 积分 公式 对 于 lgl K 1 和 对 于 所 有 或 至 少 一 些 指定 的 任 
BATMAN 一 Reg 值 应 该 是 精确 的 和 稳定 的 . 为 了 对 于 大 的 ? 
达到 精确 的 要 求 ， 一 些 作 者 提出 直接 考虑 应 用 迅速 衰减 的 指数 函 
数 来 构造 解 ， 而 不 去 应 用 解 的 Taylor RF. 这 一 章 采 用 这 个 观 
点 ， 精确 地 说 , 我 们 将 考虑 一 些 含 自由 参数 (除外 ) 的 积分 公式 
族 ,选取 这 些 公式 中 的 参数 ,使 得 这 些 公式 对 于 刚性 方程 组 的 某 些 
迅速 变化 的 解 是 精确 的 。 称 这 样 沟 造 的 方法 为 指数 拟 合 方法 . 
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# 数 拟 合 方法 的 稳定 区 域 是 在 A 平面 上 进行 指数 拟 合 的 点 
的 邻 域 的 和 。 在 一 些 情形 中 ,稳定 区 域 可 以 是 无 限 的 ,例如 整个 左 
半 平 面 ， 指数 拟 合 方法 比 起 其 它 许多 适合 刚性 问题 的 方法 (例如 
许多 4 稳定 方法 ) 有 一 个 优点 , 即 如 果 拟 合 得 适当 和 暂 态 问题 可 以 
近似 线性 化 时 , 可 以 用 大 步 长 积分 ， 当 暂 态 是 高 频 振荡 , 而 且 误 六 
得 非常 介 时 ,这 个 性 质 是 有 价值 的 . 


§ 1 指数 拟 合 方法 


对 于 指数 拟 合 的 概念 ,我 们 引进 下 面 的 定义 
定义 5.1 一 个 数值 方法 称 作 在 ( 复 ) 值 ,处 是 指数 拟 合 的 ， 
如 果 当 方法 以 精确 的 初始 条 件 应 用 到 4 一 2 的 数值 试验 问题 
: y’ = ay, y0) =y (5.5) 
时 ,将 得 到 精确 的 理论 解 ， | 
我 们 将 讨论 一 些 具 体 的 算 靶 来 说 明 这 个 概念 ， 
例 5.1 考虑 恒等式 
y(t +h) — y(t) ht h) H yl = i), 


(5.6) 
其 中 y(z) 是 二 次 连续 可 微 的 , p 是 实 参数 , 4 为 固定 的 正 数 ， 
al = — h | (0 — a)y” (i + 6h) 49, (5.7) 


由 (5.6) 构造 积分 公式 
FP; Yati — Yn — ALCL — Be) na H Ve] = 0, (5.8) 
cies (5.7) 给 出 。 对 (5.7) 进行 分 部 积分 , 可 以 看 出 ， 


当 pe > 时 , FO 的 精确 阶 为 p 一 1。 令 (5.8) 中 的 上 一 1, 得 
到 向 前 的 Euler 公式 ， 而 当 p = 0 时, 得 到 向 后 的 Euler AA. 
对 于 z = > MYG) 是 三 次 连续 可 微 的 ， RANGE, BN 
p= 2 误差 项 为 
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| 20(0 一 ijy: + 984d6. | (5.9) 
将 公式 (5.3) 应 用 到 G5) ,得 到 的 数值 解 满足 递 推 式 . 
Vat = rCg)y, n> 7 (5.10) 
其 中 | 
rg) = (1 + pg)/(1— (1 — 29). (5.11) 


显然 ,公式 (5.8) 为 4 稳定 的 充分 必要 条 件 是 对 所 有 q, Reg <0, 

有 | | | 
: (qt <1, 

由 第 二 章 ,这 个 条 件 等 价 于 

(i) 在 Regq=0 b, Ir?) <1 

Gi) 在 Reg 二 0 Hh, rOl) 是 解析 的 ， 


因而 立即 推出 , 当 且 仅 当 < 过 时 ,FW 是 4 稳定 的 . 


(5.5) RRR ABER (5.4) ,为 了 求 得 指数 拟 合 的 参数 ， 
比较 (5.4) 和 (5.10) ,应 该 考虑 用 ”2(4) 近似 e? 的 误差 
eg) = rq) — et, (5.12) 
如 果 对 某 些 特殊 的 值 go = 406, 有 6" (qo) = 0, 则 在 离散 的 意义 
下 ,用 Fe 计算 得 到 的 1 一 时 间 题 (5. 5) 的 数值 解 是 精 确 的 . 
即 对 于 所 有 ”和 任意 固定 的 > 0， 只 要 y=), RA = 
YC). 在 定义 5.1 BELT, AA F? 在 4 一 go 处 是 指数 拟 合 
为 了 在 拟 合 的 量 级 上 给 出 指数 拟 合 的 特征 ， 需 要 拟 合 陀 的 概 
a. 设 用 某 种 数值 方法 求解 (5.5) 得 到 的 解 序列 {aano 满足 
递 推 式 : 
Yna = 1 Cqyes (5.13). 
人 
e(q) = r(q) — ef, 5.14) 
定义 5.2 一 个 方法 称 作 在 9 一 qo 0 MOO OME MUA 
的 ,如 果 go Æ el) 的 上 十 1 重 零点 ， 5 
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这 个 定义 表示 ， 如 果 一 个 方法 在 qo 处 是 中 阶 指数 拟 合 的 , N 
go 是 由 rla) 和 ea 所 表示 的 曲线 之 闻 的 由 阶 接触 点 。 下 面 认为 在 
go 一 0 处 指数 拟 合 到 2? 阶 是 指 在 通常 意义 下 Pp 阶 的 多 项 式 拟 合 . 

对 于 4& 的 任意 值 ， 公 式 FY E qo。 一 0 处 均 氢 合 到 之 1 阶 . 
另外 ,可 以 选取 自由 参数 w, 使 得 这 个 公式 在 别处 也 是 拟 合 的 ， 例 
加 , 令 jg 一 0, 我 们 得 到 向 后 Euler AA. CE qo 一 0 处 是 pp 一 1 
阶 拟 合 的 ， 而 在 qg 一 co 处 是 由 一 0 阶 拟 合 的 。 如 果 我 们 不 在 
go = 0 处 进行 指数 拟 合 ,而 按 传统 的 方式 选取 参数 使 在 q = 0 处 
的 拟 合 阶 达到 极 大 值 ， 则 对 于 |q| 大 的 值 ， 用 r+?(q) 来 近似 
ea 可 以 是 十 分 坏 的 。 例 如 ,在 梯形 法 ( x 一 二) 的 情形 ，F 在 
qo = ODMARRAM p 一 2, 但 是 有 

lim s™(g) = lmr" (9) = —1, 
即 Fo 将 任意 地 接近 4 稳定 性 的 极限 状态 . 

BER Fo 在 给 定 的 gold 一 0 阶 ) 拟 合 ， 将 得 到 一 个 确定 的 

方程 , 它 的 解 为 : | | 

w= pg) = ~qr — el —e%), (5.15) 
因此 ,对 于 任意 给 定 的 实数 SHS Klg), p= toh, FP 
可 以 在 p 处 指数 氢 合 . 记 在 qo 处 指数 拟 合 的 公式 Fo HFO LG, 


于 是 梯形 法 ( w 一 1) 和 向 后 Euler 公式 (a= 0) 可 以 分 别 表 
成 FM[0] 和 FPL]. 

例 5.2 ”考虑 恒等式 

y(t + h) — 9) — A [O + a)y' + A) +O a)y E] 


十 和 [Ch + a)y” l +h) — (6 — ay = eke), 


(5.16) 
其 中 y@) ERER, a,b 是 实 参 数 ， 


h? 1 
e,t = | 20° -一 2(1 “一 a)0 
Q 


© 142° 


+ (8 一 z)] (十 90)49。 (5.17) 
由 (5.16), 构造 积分 公式 / 
F”, Vasa yn > [(1 十 2)V nan + (1 -一 a )y»] 


+ 和 [GE 二 az 一 (6 一 ?人 一 0， (5-18) 
nme (5. 17) # 全 出 。 对 (5.17) 进行 分 部 积分 , 推 得 当 
bs 工 时 ,Fm 有 精确 阶 一 2，(5.17) 为 它 的 误差 表示 式 。 令 


a = b = 0， 则 (5.18) 和 (5.17) 分 别 归结 成 梯形 法 和 它 的 局 部 截 
Brin ZK (5.9). 


作为 FO 的 特殊 情形 ,对 于 b 一 二 和 Ce) 为 四 次 连续 可 微 ， 
我 们 得 到 公式 
FO. Yra 一， — = [C + avn + (1 ay] 
+ 人 [C+ 3a yu — (1 — 3a)y%] = 0, (5.19) 
ot) = — Ef 6[20: — 3(1 — a)0. 


十 (1 — 3@2)] y(t + 04)a0. (5.20) 


作为 F” 的 特殊 情形 ， 对 于 4 = 0 My) 为 五 次 连续 可 ie 
得 到 公式 


yy Bo yy at, ayo 
Vari — Vn (Yapi H Yn) + r3 Orr Ya) 0, (5.21) 
它 对 应 于 第 二 对 角 线 Pade TEL ADT P= 4. CREDA 


2(t) = | PCO — LFY t + 9h)d0. (5.22) 


将 公式 F” 和 FO 应 用 到 数 试验 方程 (5.5)， 得 到 的 数值 解 
ys 满足 递 推 式 
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Yor =rO(qya, v = 2,3, (5.23) 

其 中 四 
rq)= [4 + 21—a)gt (6—a)gill4 

一 2(1 十 a)g+ (6+ a)y! (5.24) 


x(q) = [12 + 6(1— a)q + (1 — 3a)q][12 
+ 6(1 + a)g+ (1 + 34)9] | (5.25) 
类 似 于 公式 FV， 容 易 证 明 公 式 FO 为 4 稳定 的 充分 必要 条 


件 是 
4 之 0, 5 之 0. (5.26) 
对 于 公式 FO,8 b= > A 稳定 性 的 必要 充分 条 件 (5.26) 缩 减 成 
a 之 0. (5.27) 


对 任意 给 定 的 实数 qo， 可 以 找到 拟 合 到 阶 由 = 0 的 公式 
FS, 记 得 到 的 公式 为 Flg]. Xit a = alg) ih 


1q) = 二 [9 十 694 十 12 一 c?( 人 一 64 十 127)] 


[elge — 24) +g? + 29], (5.28) 
AA F? 含有 二 个 自由 参数 , 利用 它们 可 以 在 二 个 地 方 4 和 
q 处 进行 o 一 0 阶 的 指数 拟 合 ， B Flg, gqg'] 表示 在 4 和 9 处 
握 合 所 得 到 的 公式 Fe， 这 种 拟 合 就 是 求 参数 Bb, EH eq) 
一 Ed 一 0, 其 中 
: elg) = rq) — e°, (5,29) 
这 样 ,我 们 得 到 确定 参数 a 各 & 的 二 个 线性 代数 方程 ,它们 的 形式 
BA 
aa, q) = 2[r(q’) — Ha) J lerlq’) — 49'7(49)], 
bq, q) = 2(q—q')larlq’) — gq7(q9)] 
式 中 


(5.30) 


Fla) = PU — enDi +4) + Og) (5.31) 
WR (¢q, 7) 是 一 对 实数 o a) RAE a A (4s 4)， 
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由 (5.30) 可 得 到 实 参数 (ae,2)。 在 后 一 种 情形 ,45.30) 可 用 g= 
E +t in 的 实 部 5 和 虚 部 ”来 表示 ， | oo 
aDM(E, q) = 2[ (E + 7) (E sing + n sinhé) | 
一 4&n(coshE 一 cosy) JEDE, n) F's 
BCE, n) = —2nl (E + 7° + 4)cosht + (E 
+ R — 4) cosy — 4(Esinhé + nsinn) IDC, 1 5， 


(5.32) 


其 中 O 四 
DCE, n) = (E + DICE + 97) sing — 29(coshs — cosn)]. 
| (5.33) 

在 导出 (5.30) 时 ,我 们 假定 4 关 9 。 但 是 当 9 固定 而 9 一 4 
时 ， 仍 能 得 到 合理 的 表达 式 ， 即 在 (a, a.) MIM, a) PA 
qa > 9 而 在 aE, n) MLE, n) 中 令 3 一 0。 在 这 种 极限 下 ， 
分 别 在 a 或 在 CE, 0) 处 得 到 阶 中 一 1 的 拟 合 。 

如 果 我 们 已 用 指数 氢 合 确定 了 公式 F”, > = 1,2,3 的 参数 ， 
将 这 些 参 数 固定 ,考虑 下 面 二 个 问题 : 

(i) 这 个 公式 是 否 是 4 稳定 的 . 

Gi) 对 于 lal < 1， 指 数 拟 合 公式 是 否 精确 。 考虑 问题 (ii) 
是 因为 使 公式 FO 为 4 稳定 的 参数 空间 中 的 区 域 在 某 些 方向 上 
是 无 界 的 ,即使 拟 合 公式 是 4 稳定 的 , 它 的 参数 在 绝对 值 上 可 任意 
K. 由 于 局 部 截断 误差 线性 地 依赖 于 这 些 参 数 , 对 于 任意 给 定 的 
h, 这 个 误差 也 可 能 任意 的 大 ,所 以 存在 精确 性 的 问题 ， 

为 了 回答 这 些 问题 ,我 们 首先 对 例 5.1 和 例 5.2 中 构造 的 公式 
定义 一 个 性 质 , 称 这 个 性 质 为 中 间 性 ,将 公式 FO 写成 统一 的 形式 
Yatt — Yn — hlewysn been) + A Leia — cs] = 0. 

(5.34) 
对 于 v= 二 1, ec; 二 c, 二 0， 由 向 量 cc = (Ce, c C3, C4) 可 用 来 刻 
划 任 意 指定 的 公式 特别 ,将 与 梯形 公式 【Fp 一 1) 有 关 的 
fame 记 成 :9 一 {2,100 ,与 向 后 Euler 公式 (F, p=0) 
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有 关 的 向 量 记 成 29 = {1,0,0,0}, 公式 (5.21) 的 向 量 记 成 :2 


-{4,4,4 os am bm 1 Pm 所 来 示 的 公式 的 向 量 
2 12° 12 


wae a? = {1,0, 2 Lol. 记号 + 和。 分 别 表示 对 称 的 和 向 后 的 


意义 . b 是 一个 与 向 后 Taylor 展开 公式 有 关 的 向 量 . 

定义 5.3 AR F 称 作 是 中 间 的 ,如 果 有 

min(s§?, b) < cj S max(s§?, bf), 7 = 1,2, 3，4， 

其 中 对 于 > 一 1, 用 cc 天 1, 和 和 对 于 > 一 2,3, 用 一 2， 

对 于 > 一 1 和 ;一 3, 4 上面 的 不 等 式 是 平凡 满足 的 .在 这 
个 定义 的 意义 下 ， 所 谓 中 间 公 去 ， 是 指 它 们 位 于 二 个 极限 公式 之 
ll], 一 个 是 与 对 角 线 Padé 近似 有 关 的 公式 ， 另 一 个 是 与 在 适当 次 
数 截断 的 向 后 Taylor 展开 有 关 的 公式 . 

容易 证 明 ， 下 面 的 条 件 对 于 中 间 性 是 必要 和 充分 的 : 

1 


FY, 0 委 4 安 一 ， (5.35) 
2 
F2. teg+h <2, 0s b—a@ a<, (5.36) 
3 
F9. 0< < +. | (5.37) 


由 (5.36) 定义 的 区 域 是 图 5.1 中 的 矩形 ,约束 条 件 (5.35), 
(5.36),(5.37) 分 别 推出 例 5.1 和 例 5.2 中 的 4 稳定 性 条 件 。 因 此 
有 下 面 的 定理 四 Ea 

定理 5.1 形 为 Fw, by 一 1, 2, 3 的 中 间 公 式 均 是 4 稳定 
的 ， 

”还 容易 证 明 中 间 公 式 对 于 |g) 《 1 是 精确 的 ， 这 就 是 下 面 的 
EM, 

定理 5.2 BAH F” 的 中 间 公 式 的 局 部 截断 误差 对 参数 的 

变化 按 估计 式 : 
Le G| < pmax |y°*PG + 04)1 /»] (5.38) 
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是 一 致 有 界 的 , 

下 面 的 四 个 定理 建立 了 指 玫 拟 合 和 中 间 性 之 间 的 关系 本 质 
E, 定理 5.3 一 定理 5,6 的 证 明 可 以 这 样 进行 。 首 先 将 指数 拟 合 变 
求 的 参数 的 适当 表示 式 (5.15)，(5.28) 或 (5.30) 代 人 中 间 性 条 件 
(5.35), (5.36), (5.37), 或 者 代入 4 稳定 性 条 件 (5.26), 这些 条 件 
将 表示 成 一 个 变量 或 二 个 变量 的 超越 不 等 式 ， 然 后 再 证 明 对 于 负 
实 轴 上 的 所 有 可 能 的 拟 合 点 均 满足 这 些 不 等 式 ， 或 者 在 定理 5.6 
的 情形 , 左 半 复 平面 的 适当 子 集 将 满足 这 些 不 等 式 ， 

定理 5.3 对 于 任意 的 go, 一 co Sp <0, HRUBAXK 
FW[go] 是 中 间 的 ， 反 过 来 , 对 于 任意 指定 的 中 间 公 式 FY, 可 以 
找到 唯一 的 q 一 co S qo S 0, fe FP = FCG). 

定理 5.4 对 于 任意 的 qo, 一 co 委 g 委 0， 指 数 拟 合 公式 
F 40] 是 中 间 的 . 

定理 5.5 对 于 任意 实数 对 (a, q) 一 0 <a, q <0, F 
AMESA FPlga, 4] 是 中 间 的 . | 

定理 5.6 Z&K 5.2 中 表示 的 区 域 D CD, C{2|Rez < 0}, 


-W51 FO 的 中 间 性 区 域 


-147° 


对 于 gD: ,指数 拟 合 公式 Flg 3o] 是 4 稳定 的 。 对 于 oD, 
指数 拟 合 公式 Fig, Gol 是 中 间 的 . 

O Á g> 一 co 时 , Di 的 边界 渐 近 地 有 ”~e, 而 Da 的 边界 浙 
近 地 有 n~ V 2 (E) eM KM qg = E+ in, 定理 5.6 对 于 能 


pl. 


Íi D 


° 01234567891011- 


图 5.2 定理 5.6 的 区 域 D, MD, 


进行 指数 拟 合 的 复数 值 p 给 出 了 一 些 限 制 ， 事 实 上 , 自由 参数 将 
用 来 拟 合 快速 衰减 的 解 分 量 , 而 不 管 这 些 解 分 量 是 否 是 振荡 的 .一 
般 说 来 ， 这 样 的 m 将 有 lol >1, Alig 将 位 于 这 粗糙 的 范围 
内 .定理 5.6 中 所 包含 的 条 件 仅 是 充分 的 , 

在 将 指数 拟 合 方法 应 用 到 刚性 方程 组 时 ， 必 须要 有 一 个 选取 


专 合 点 的 策略 ， 如 果 计算 了 Jacobi 和 矩阵 J= ,我 们 可 以 确定 


CHAM HEA MARE). 再 按 下 面 的 方式 来 选取 参 
数 : 如 果 存 在 一 个 接近 于 实 轴 的 大 特征 值 的 聚 点 , 可 以 在 这 个 聚 
AWA FO 或 FO, 如 果 存 在 二 个 接近 于 实 轴 的 分 开 的 聚 点 ,可 
DAR ARRESE qg 和 gq, 处 拟 合 F3， 类 似 地 , 对 于 具有 
SHELIA go 和 豆 的 二 个 分 开 的 共 乞 复 聚 点 ,只 要 它们 满足 定理 
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5.6 中 的 约束 ， 就 可 以 在 这 二 个 点 处 对 FO 进行 指数 拟 合 。 根据 
Jacobi WEE JO) 的 变化 速度 , 在 适当 的 时 间 区 间 上 可 以 重新 计算 
KAER EE, 并 求 出 自由 参数 的 值 。 另外 一 种 选取 的 方法 
是 参数 只 选取 一 次 。 特别 可 以 在 一 co 处 拟 合 Fa 或 FO, RAT 
以 用 一 个 自由 参数 让 F? 在 一 2 处 拟 合 .在 只 拟 合 一 次 的 情形 ,给 
定 的 oo 值 变化 的 范围 内 存在 一 个 在 某 种 意义 下 为 最 好 的 选取 , 例 
如 ,在 求 上 6 使 
E(u) = max |r (9) — er] 
达 极 小 的 意义 下 , 4 的 最 好 的 选取 为 4 一 一 8.19， 对 应 的 上 < 值 为 
m = 0.122, EC m) = 0.139, EER, p=0 kt, E(0)=0.204, 


© 1 1 
一 二 时 ,E (二) 一 1. 
Mp > 时 A 


§2 应 用 广义 Hermite-Birkhoff 内 播 的 
指数 拟 合 多 步 方法 


芳 碟 初 值 问题 | Or 
=f Y), YO) = y, (5.39) 
ee ou 的 一 次 连续 可 微 解 ”C2)。 FASS PEA 点 集 In = {= 
ihji =0, 1,- m, mh = T} LEJE yV: KBE 4). | 对 于 指 
MUE MEERE N 5.2 更 一 般 的 定义 

定义 5.4 一 个 数值 方法 称 作 在 处 是 p 次 指数 拟 合 的 ， 如 果 
对 于 问题 (5.39) 的 形式 为 Pe 的 解 能 精确 地 求解 ， 其 中 Pe) 
是 任何 次 数 不 超 过 2 的 多 项 式 ， 即 如 果 用 的 是 精确 的 初始 条 件 ,并 
且 计 算是 精确 的 ， 则 方法 将 得 到 精确 的 理论 解 p(s)e*i,i 一 0。 
l, e.. mM, . . m 


考虑 由 集合 
frie’ iji = 0, lyttes] =D, Len Pn > (p; + 1)=r, 
f=0 
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bu 一 0 是 给 定 的 实 常数 , 若 i A kM A yf 


形成 的 线性 空间 4,,， 由 定义 5.4 推出 , 若 对 于 解 在 4v 中 的 问题 
(5.39) ,方法 能 精确 求解 时 ,方法 在 i 一 0，1，…， 处 是 次 
指数 拟 合 方法 ， 
这 一 节 利用 由 广义 Hermite-Birkhoff 内 插 多 项 式 来 构造 的 形 
, 


k k 
Ya = Sy aAa + h DACA Mats Yai) (5-40) 


的 线性 多 步 方法 ， 使 得 这 方法 能 精确 地 积分 解 在 An, 中 的 问题 . 特 
别 , 当 s 一 0 时 , hn 是 次 数 不 超 过 + 一 工 的 多 项 式 空间 ,这 样 构造 
的 方法 就 是 常 系数 (与 4 无 关 ) 的 线性 多 步 方法 。 
令 1!,p 是 给 定 的 正 整 数 ,h > 0 是 固定 的 步 长 。 若 方法 为 隐 
A, HS ks 若 为 显 式 , 取 PP 一 一 1。 作 (p 十 1) xXx2 ee 
E = (ey), 其 元 素 cj 一 0 或 1(i 一 0,1,.…,p,j 一 0,1), 并 
E 名 ,ei = r, RATER E AAEE. 令 忆 是 给 定 的 (内 插 ) 
函数 空间 , 其 基 为 [ulu ROR, ii 一 0,1……,r 一 1。 下 面 
假定 空间 上 满足 推移 不 变性 , 即 E 
U|[—kA, 0] = '2,U | [z — kh, 2] (5.41) 


对 任何 xzER 成 立 。 这 里 7+, 是 推移 算 子 : ru) 一 wz — e). 
(5.41) 的 意义 是 这 样 的 ; HÆ uU kh, 0] 存在 一 个 
v(2)€U |Lz— kh, zl, 使 u(z)=T, v(t) 二 v(1 一 z) 对 每 个 1E[ 一， 
01 均 成 立 ; 反 过 来 也 成 立 。 由 作用 和 矩阵 E 和 内 插 空 间 可 以 定义 下 
面 的 Hermite— Birkhoff PSE) A; 寻找 u(t)EU ,使 对 每 个 ej j= 

1 的 对 G, i) KM. 

| Wingi) = VP Cing)» (5.42) 
这 里 yni) 表示 Ynis 而 YPC) 表示 fer =P ais Yai). 
fE FAVS: E MA EE U ERRA — 解 ule) EU， Bi 
如 , 取 U = Anti EBER 
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(5.43) 


0 
下 的 第 一 列 至 少 具有 一 个 1, 而 位 置 |/| 上 的 元 素 可 以 为 零 也 可 
以 为 1， 空间 A, 显然 是 推移 不 变 的 . 这 样 构造 的 互 和 局 满足 上 
述 问 题 的 要 求 。 下 面 假定 互 具有 (5.43) 的 形式 ， 

用 内 插 问 题 的 解 x(z) 来 构造 微分 方程 (5.39) 的 解 在 格 点 t 
处 的 值 的 近似 ,定义 y。 一 ul). HEERE, BA ule) EU 有 
表示 式 


ulini) — > cjuj(—th), | (5.44) 


于 是 由 条 件 (5.42)- 导 出 方程 

Ac = g, | (5.45) 
H h e= (Cos Cetta Cra) Aer Xr BR, 由 行 癌 量 
(uP Cih), uP —ih)s teea ut.( 一 i4)) PR, HG, 7) E 
epii =l g 是 7? 维 向 量 , 具 有 ci; = IDO YPC). 方程 
(5.45) 给 出 


c= Ag (5.46) 
各 
7 一 1 
= u(t) = >, ciu(0) = v7 Ag, (5.47) 
Eat 


其 中 记 v 一 (ww(0), ma(0)，…，w-i(0))7， 向 量 z74-: 的 元 仅 依 
HF A, REAR (5.47) 具有 (5.40) 的 形式 ， 这 只 要 将 对 应 于 


. 35] > 


oj 一 0 R IPO) 的 系数 看 成 为 零 就 可 以 看 出 ， 

由 An 的 推移 不 变性 和 插值 问题 解 的 唯一 性 推出 这 样 构造 的 
方法 对 解 在 An 中 的 每 个 问题 将 能 精确 积分 . 

例 5.3 取 U 一 hw 来 构造 , 得 到 常 系数 线性 多 步 方法 。 对 
解 为 不 超过 * 一 1 次 的 多 项 式 的 问题 , 这 些 方 法 能 精确 求解 ， 因 
此 有 阶 + 一 1. 不 同 的 作用 和 撼 阵 将 导出 不 同 的 方法 ， 取 

| fl i 
e- | (5.48) 
A U = Aw, XE wm) = 1, on = 1,40) 二 由 (5.48), 方 
程 (5.45) 有 形式 | 


fag —h) 二 (一 让) a(—A)\ /cod Iih) 
(si u(0) aO) “> ya) 
uo — h) wl — h) u(—A)/ \e,, y(—h) /. 


SUE FAS AH | 
| 1 —h A 
0 -1 —2z/, 
求 得 Cos Cis C2 为 | 
co = y(— h) + $ (7 0) +y’ (—hA)), 
“1 = y'(0), 
c, = [y’(—h) — y'(0)]/(— 24), 


因而 
¥(tn) = Yllana) + A O'n) 十 六 (人 7， 


这 就 是 熟知 的 梯形 法 ， 
P54 W U= 44， 基 函数 为 1, 1, e*， 则 得 到 指数 拟 合 公 
AE 仍 取 《〈5.48) ,这 时 矩阵 4 为 
1 — h e * 
a-(a 14 
0 1 ae’, 
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KE Cos Cis C? Wi 


— 一 (hh 十 De” ug 
y(—h) + ade) y's) 
oe 
= we" y 1 
“1 | — e7} 一 A), 
4 | 
== m y "~ h a 
a= Gey 》 (0 ) ji 二 iy y'(—A) 
得 到 的 积分 公 式 为 


Y(t.) = CoO) 十 ca(0) + cul0) 
ee Yta) 
EE E Ue. 

下 面 我 们 来 研究 指数 拟 合 多 步 方 法 (5.40) 的 渐 近 性 质 . 定理 
5.7 表示 , 若 给 出 了 适当 的 起 始 程序 ,并 且 右 函数 IC, y) 是 充分 光 
滑 的 ( 即 了 对 : 连续 , 而 对 y 是 Lipschitz 连续 ) , 则 这 些 渐 近 性 质 
将 化 成 对 应 多 项 式 方法 的 性 质 . 

定理 5.7 应 用 任何 As 和 作用 矩阵 EE 所 构造 的 指数 拟 合 方 
法 为 收敛 的 充分 条 件 是 用 An 和 同样 的 五 构造 的 方法 是 收敛 的 ,并 
目 方法 的 阶 至 少 是 ， 一 1. 

证 明 ”由 方法 的 构造 ,系数 a(h) HBO) EA 
Kiet) 的 具 不 为 零 的 分 母 的 有 理 表达 式 , 因 此 对 4 是 无 限 多 
次 可 微 的 。 这 推出 方法 至 少 是 > 一 工 阶 的 人 rr 一 1 一 dim4c — 1, 
A, 是 方法 的 零 子 空间 )。 象 对 于 hw 的 收敛 方 法 必须 有 r > 2 一 
FE ,指数 拟 合 方法 的 阶 至 少 为 1, 这 推出 相 容 性 。 为 了 证 明 零 稳定 
性 ,将 (5.40) 写成 


-> ory th bor iCh)) 一 


i=] 


= ¥(ty-1) + 
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+S) pm- Yami) | (5.49) 
其 中 o(h) = a; 十 hai(h), 如 果 用 Ao 代替 A, 并且 用 同样 的 
E ,我们 将 得 到 同样 的 常数 a， 这 是 因为 A 具有 形式 为 


的 基 {vizo FT (h) 和 nt) 的 光滑 性 推出 对 小 的 A, Ch) 
和 BCh) 的 有 界 性 因此 方 守 (5.40) IF MAT Fe RE o di 
WER R APE E CO a BE . 

现在 来 讨论 方法 的 稳定 区 域 的 渐 近 性 质 . Shep BRE 


题 
y’ = uy, y(0) = 0, 
定义 多 项 式 
k 
p(t, A) = dD) ahg, 
olt, h) = > B (Ayer, (5.50) 
p a(h) = 一 1. | / 
定义 5.5 方法 (5.40) 在 pw 平面 上 的 区 域 中 是 稳定 的 ,如 果 
方程 


plt, h) + uhol, h)=0 (5.51) 


的 根 按 模 < 1, 而 且 模 为 1 的 根 是 单 根 ， 

为 了 说 明 方便 , 先 研究 一 个 拟 合 参数 的 情形 ,并 且 假 定 在 1 处 
是 零 次 拟 合 的 ， 当 1 一 0 时 :方法 趋向 于 对 应 的 常 系数 方法 。 因 
此 对 于 小 的 1 值 , 稳定 区 域 接近 于 对 应 的 常 系数 方法 的 区 域 .。 有 
兴趣 的 问题 是 当 1 > 一 co 时 , 这 些 区 域 是 如 何 变 化 的 , 特别 要 考 
察 是 否 扩 大 方法 的 稳定 区 域 . 

为 简单 起 见 ,选取 
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1 1 
0 1]. 
用 wi 一 0,1,.…,r+ 一 1) RR BRR, 并 取 a.) e, 
mG) = r, i = 0,1,.…,r — 2, 这样 构造 内 插 的 矩阵 4 为 
uo(—h) +++ tipah) ee 
|/ to(—2h) +++ u,.(—2h) e 7 


| uo( — Rh) oan u,_.(—kh) e Rih 
u0) +> u,,(0) 1 
uo(—h) -++ Wb) Ne 


uo — kh) +++ uC kh) de” 

由 方法 的 构造 可 以 看 到 , 在 构造 过 程 中 47! 是 最 重要 的 因素 。 给 
定 一 个 国定 的 h, 为 了 考察 A> 一 co 时 的 情形 ， 可 用 代数 余子 式 
KAE A". HAWNRIA WAI . 

R .| Ř 

det/A = > de- 入 十 > bieh, 
其 中 系数 w 入 不 依赖 于 1。 特别 有 A 六 0， 因 为 它 对 应 于 由 
{ Ho» Big" " "35 tp} 展 成 的 空间 UD 及 矩阵 
1 0 


Cay 
o 


0 1 
构造 的 内 插 中 的 矩阵 4 的 行列 式 ( 可 能 符号 不 同 ). ic 


*。 [556 


4 4 
Am og Aid = (SS), 
其 中 4;,1=1,2,---,7 是 列 向 量 , 8 是 行 向 量 . 它们 的 元 素 是 
代数 余子 式 除 以 ded, B 的 元 素 有 形式 w/detd, w ARIT 
2, HH 42 — — o hj, w/detA 一 0， 列 向 量 4;, i 二 1,*…,， 
7 一 1 的 元 素 有 形式 


k 
ce tM 十 1 之 ， d;e*** 
410) = 


多 


e tha 十 1 > b; 一 


其 中 余子 式 是 按 最 后 一 列 的 元 素 展开 的 . 由 于 by # 0, 当 1 一 一 oo 
时 , 1(1) 一 dx/54 < ©, XXHd, BW EM 得 到 的 低 维 问题 
中 的 对 应 余子 式 。 最 后 ,由 量 4, 的 元 素 有 形式 

k 

> C; eT th 十 1 3 die '™. 

qQa) = = 一 一 一 一 一 


1 d; eth +2 >> beni 


ua > — o 时 , gQ) 一 0 (ws 7 —> ) rei 


l sa Me 


其 中 A ÈO — 1) x(r 一 1 和 矩阵 ,不 依赖 于 2。 向 量 47'g 的 
极限 是 一 个 向 量 ,其 最 后 元 素 为 零 ,并 且 没 有 一 个 元 素 是 依赖 于 £ 
的 最 后 一 个 元 Ín—k 的 . 

上 面 实际 上 已 指出 , A EMO 进行 内 插 构 造 的 矩阵 
A 的 逆 。 我 们 注意 , 当 1 一 一 oo 时 ,对 应 于 (5.47) 的 极限 结果 为 


Va = 5 c;u;(0), 
恰好 是 由 名和 50 的 低 维 内 插 得 到 的 ,而 不 需 用 极限 过 程 。 因 此 可 
以 看 到 , 当 1 和 一 一 oo 时 ,方程 (5.51) 的 根 趋 向 于 © 
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人 十 6 人 一 0 . 
的 根 ,其 中 5 和 6 是 低 维 方法 的 特征 多 项 式 . 
即使 E_ 上 有 多 个 零 也 得 到 类 似 的 结果 . 
下 面 假 如 ! 个 (1 > 1) RRM a m O TROT 
a HOE HD RK (uri ARRAS. 对 应 地 ;- 记 各 为 按 下 
列 规则 将 E 中 1 个 1 换 成 0 所 得 到 的 作用 给 隆 ， 碎 售 '1 的 最 上 面 
的 行 开 始 ,并 从 右边 到 左边 用 0 代替 这 些 1, 直到 已 处 理 完 1 个 1 
Mik. 令 这 样 充满 0 的 行 数 为 一 锡 , BHU ME BORE 
方法 的 特征 多 项 式 表 成 5 和 #5。 现 在 如 果 在 8 的 第 一 列 中 仍 至 少 
包含 一 个 1, 则 上 面 的 推理 导出 结果 : 42> 一品 时 ,用 U 和 E 
构造 的 方法 等 价 于 用 0 和 构造 的 方法 ， 并 且 方 程 (5.51) 的 根 
趋向 于 - o 
CARI (Lh) + pp 人 7] 一 0 
的 根 。 如 果 在 总 的 第 一 列 中 只 含 零 , 则 上 面 的 推理 不 成 立 . 在 这 
种 情形 中 , 行列 式 5b HS, 需要 进行 另外 的 处 理 。 现 在 假定 出 现 
这 种 情况 。 令 ermo 是 从 第 一 列 中 除去 的 最 后 一 个 1, 于 是 有 
€5=0,1=0,1,°°-, p A 4, =0,5 = 0,1, 《一 8 一 1 
Ben = l, 1 = k — k, k—R F l;t, ;所 以 上 有 二 l=p 
十 1 一 不 十 名 PASH. 对 于 隐 式 方法 《一 ,而 对 于 显 式 方法 
k=p+1. 类似 地 ,对 于 低 维 的 情形 《X= 二 $5 或 上 一 5 十 1。 通 过 
与 前 面 类 似 的 分 析 ,我 们 可 以 看 到 当 1 -> 一 oo 时 , p; > 0(i = k, 
k— 1, e, k+ 1), om 一 1 和 如 果 m< kW) a; + OG Hh, k- 
l,---,m+1) 和 gl ~oG =k, R—-1,-+-, 4), HHS 
隐 式 一 0, 而 对 显 式 io 一 1. 对 于 显 式 方法 的 情形 ,(5.51) hee 
的 系数 是 常数 。 当 ph + 0 时 ;, 若 由 1 一 一 oo 推 得 |p;| -> (i= 
1,.… ,名 ), 则 至 少 有 一 个 根 按 模 无 限 增 大 , 在 隐 式 方法 的 情形 , 当 
nh Æ 0 Raio kt, 54 的 系数 的 模 有 [hus 一 11 一 co, 用 这 


个 系数 来 除 进 行规 格 化 ,我 们 考虑 表达 式 — ae - 的 极限 .通过 


与 前 面 类 似 的 计算 ， 可 以 看 到 ， set a DEX W 等 于 
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(一 1 一 0 1,"…, 久 所 以 (5.51) 的 根 收敛 于 
Bi 1) =O 

将 上 面 的 分 析 总 结 成 下 面 的 定理 .. 

ESS mE 的 第 一 列 中 至 少 含 一 -个 1 则 当 2 ~> 一 co 
时 ,方程 65.51) 的 根 趋 向 于 oo 

CL aL, A) + phe(C, h)] = 0 
的 根 ; 否则 , 当 ph 关 0 时 ,如 果 方 法 是 显 式 的 ， 则 至 少 有 一 个 根 边 
模 趋向 于 无 穷 大 ; 如 果 它 是 隐 式 的 , 则 方程 (5.51) 的 根 趋向 于 
ONE 一 D 一 0 
的 根 。 

由 这 个 定理 推出 ， REE 的 第 一 列 至 少 含 有 一 个 1 MEN 0， 

极限 方法 的 稳定 区 域 是 与 应 用 0 入 的 低 维 方法 的 稳定 区 域 相 
AY, 但 是 如 果 5 = 0, 极 限 方法 的 根 就 不 依赖 于 ph ,我们 的 分 析 
就 得 不 出 关于 稳定 区 域 的 任何 性 质 。 例 如 对 指数 拟 合 的 Euler 方 
法 就 属于 这 种 情形 ;对 任何 复 ah, (5.51) 的 唯一 根 趋同 于 1 ,而 稳 
定 区 域 的 极限 是 左 半 平 面 . 
” ”由 定理 还 可 以 推 得 下 面 的 结论 : 如 果 我 们 希望 在 左 半 平面 上 
有 任意 大 的 稳定 区 域 , 7 不 能 包含 次 数 高 于 2 的 多 项 式 ， 这 是 因 
为 不 存在 阶 大 于 2 的 常 系数 的 4 稳定 的 多 步 方法 . 

例 5.5 考虑 一 些 Adams 型 的 简单 方法 。 违 


| 1. 
a= ( 1 ) 
我 们 得 到 形式 为 - 
Vn = Yni tALDCAa + Bhana] 

的 隐 式 单 步 方法 。 在 表 5.1 中 列 出 了 应 用 不 同 的 内 播 空 间 的 基 和 和 
得 到 的 相应 的 系数 了 浮 数 . 这 些 方 法 的 稳定 区 域 是 贺 。 we pA) 
Æ Bh), WESE (i84) — Ch) 0) 处 ;如果 8B.( 有 8) 二 
B(A) , 则 稳定 区 域 是 左 半 平 面 。 对 不 同 的 1 方法 工 的 稳定 区 域 在 
图 5.3 bi, 当 1 一 一 oo 时 ,稳定 区 域 趋向 于 应 用 
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(wn 


的 向 后 Euler 方法 的 稳定 区 域 ,这 也 在 图 5.3 中 表 出 。 
对 于 显 式 方法 ， 我 们 选 


e=(1 4). 


表 5.1 隐 式 单 步 方法 的 系数 函数 :情形 I 一 IV 


I HI MI | [Vy 

{1,2,4} {1,2} {1, 44, tel} {1, eff, et} 
l 1+Ah—e* eo + Ah—-Y AH p hett + pet 
2 AAC 一 et) Ath? Apple? 一 ehh) 


eh 一 上 一 Apei tt — Ah — 1 wers— Aet + (CA— ets 


1 
2 ARG = eM) P Auh(er* 一 ett) 


Rech) 


图 5.3 方法 开 的 稳定 区 域 、 对 于 4 <0 HEERA ER 
定 的 ;对 44>0, 方 法 在 贺 内 和 圆 上 是 稳定 的 . 
( 通 贡 将 互 中 为 零 的 行 略 去 ) ,在 1 处 ,次 数 为 0 和 1 的 指数 拟 合 和 
在 4,4 处 次 数 为 0 的 指数 拟 合 , 均 列 在 表 5.2 中 ,这 些 方法 具有 形式 
Vn = Yni F AUC haa + Balh) al. 

方法 V 一 VII 的 稳定 区 域 在 图 5.4 中 给 出 。 在 VI 的 情形 、 当 2-~> 
一 oo 时 ,极限 区 域 是 用 EE = (1,1) 和 {1, 2} Euer 方法 的 区 
域 ,而 在 VI 的 情形 ,是 左 半 平 面 ， 


家 5.2， 显 式 二 步 方法 的 系数 函数 ， 情 形 V—Vill 


情形 | V VI VIL | VILL 
U 的 基 iy {1, fy e*'} { 1 ， et, tet’) {1, e', e”'} 
cay | 3 EIAk AAAA Ah I fhe perth pe AeA 
A: 2 | ARAQ = ey | Ake AUR etA — eA) 
Ch) =L 1+ Ah et) ett — Rhet*—1 | 及 一 和 一 Re 十 Ac 
Pa 2 | AAC] 一 e744) APT. ARR ey 一 et) 


Imiku) 


情形 VY 和 证 
| 


EET; LY Re (hit) 


图 5.4 HEV, VL VI 的 稳定 区 域 ,在 闭 图 的 内 部 和 图 
上 方法 是 稳定 的 , 16 =0 为 V 的 情形 ， 
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对 于 隐 式 二 步 方 法 , 取 


在 4 处 次 数 为 0, 1, 2 的 拟 合 公 式 在 表 5.3 中 列 出 , 这 些 公式 具有 
形式 | 

Ya = Yni + ALBA: + Befa + BCA) faa. 
情形 X 和 XI 的 稳定 区 域 在 图 5.5 中 给 出 , 1 -> 一 oo 的 极限 区 域 
包含 左 半 平 面 ， 即 梯形 公式 (情形 X) MWA Ede 公式 (情形 
XI), : | | 


5.3 隐 式 二 步 方法 的 系数 函数 


IX x 
U0 的 基 Hl, #7, 8} {1,#, #7, 2} 
12 42h 1 — cosh(ah)] 
8 一 4 一 4Qhcosh(Ah) 一 2AAsinh(AA) + 4c . 
12 4AL L — cosh(Aa) ] 
— 1 2 + 24h — AAC — elt) — 2ett 
12 ”4 和 FI cosh(Ah)] ~ 
H 形 x XII 
U 的 基 il, i, ef, tetty (1, e et, tert} 


(e — 2X)(1 — AA) + MCI ~ Ah — Ahk fehl — AL) — 24304 
2A°A*L1 一 coshCAs) ] 一 2A*h*} [{— 2A°h 3} 


ZAC AA—1) +1 ees FAR es m Ad) ACL — AA Jett + 207474 
1 一 coshCX] — 2 


cz 一 ep2 + VA) 十 etA AÀA) te (AA —2) 
2A7A7L 1 ~ cosh(ÀA)] — 2A3h? 


e 16] + 


图 5.5 WIX, X, Xl 的 稳定 区 域 ,在 左 半 平 面 的 图 内 和 图 上 是 稳定 
的 ;而 在 右 举 平面 的 图 上 和 图 外 是 稳定 的 , 44 一 0 为 IX 的 情形 . 


$ 3 ”矩阵 多 步 方法 的 指数 拟 合 


这 一 节 利 用 指数 拟 合 的 思想 将 一 般 的 Adams 型 公式 作 一 些 
改变 ,使 其 能 适合 于 求解 刚性 方程 组 . 
考虑 积分 N 阶 常 微分 方程 组 的 线性 多 步 公式 
> C4 ROO )V nai — h > Bitr- CO Ynti = 0， 
{一 j =—-(R-}) 


(5.52) 
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其 中 系数 .gj(8) MAO) 均 是 六 阶 对 角 是 阵 ， 依 赖 于 六 阶 参数 对 
AREKO. 在 下 面 记 号 Fi 表示 显 式 (" 预 估 ”)& IAR = 
0) ,记号 .F* 表示 隐 式 (“校正 ”) 步 公式 (Bx #0). Fy FE 分 别 
表示 Fy, F* 的 数量 分 量 ( 行 )。 我 们 将 推导 公式 F, 和 FE, 使 对 
任意 固定 的 9, 当 将 公式 应 用 到 | 
= —Dy + 64, Y) (5.53) 
时 ,得 到 的 解 是 精确 的 ,只 要 其 中 O = AD 和 (2, yCe)) 是 独立 变 
量 * 的 次 数 一 1 或 志 的 任意 多 项 式 ， 每 个 行 所 或 酌 只 
依赖 于 4 = 如 ,其 中 4 和 4 分 别 为 D 和 8 的 对 应 的 对 角 线 元 素 . 
任意 的 N 阶 方程 组 


y=fu,y) (5.54) 
均 可 以 改写 成 形式 (5.53), 只 要 令 | 
p = Dy +f, y). (5.55) 


当然 在 某 种 意义 下 由 相对 于 了 或 DY 很 小 时 ,公式 (5.52) 将 是 
特别 适用 的 。 即 使 公式 (5.52) 是 由 9 = 4D, D < DD 构成 的 ,而 
不 是 用 8, 则 下 面 推导 的 公式 也 是 有 意义 的 ,也 可 以 与 传统 的 数值 
方法 相 比 拟 . 事实 上 , 对 于 gq 二 0, F RPS 即 是 通常 的 显 式 或 隐 
AH A Adams 公式 .类 似 地 , 乘 上 适当 的 因子 ,对 于 gq 一 +0, 
Fi 是 名 步 向 后 差分 公式 ， 而 对 于 任意 的 9, 0<q< +0, FF BL 
是 $ 1 中 考虑 的 指数 拟 合 公式 。 这 里 要 注意 , 这 一 节 中 的 9 与 $ 
中 的 9 的 意义 差 一 个 符号 . 

“公式 (552) 对 于 数值 求解 刚性 方程 组 是 有 用 的 . 因为 当 在 大 
的 4 处 拟 合 时 , 下 将 具有 一 些 强 的 固定 步 长 的 稳定 性 质 ， 可 以 用 
来 控制 对 应 的 “快速 过 渡 过 程 ”, 当 对 于 小 的 14| 值 拟 合 时 ,对 于 任 
S k, 和 本 是 稳定 的 ,并 且 它 们 将 非常 适合 于 处 理 非 刚性 分 


1 3.1 积分 公式 的 推导 © 


A [为 和 一 im 一 0,1, 8 二 0。 方程 (5.53) 可 
以 转换 成 积分 方程 | 
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VC toa) = PIC) + |" ms ian DA, Oh, 658) 


其 中 1, 是 固定 的 ， ii 看 成 是 独立 变量 ， h = tayı — is, 利用 
(5.56) ,可 以 构造 一 类 线性 多 步 公 式 。 为 此 ,用 : 的 多 项 式 来 近似 
pl, Ci)， 然 后 将 这 个 积分 算出 .。 如 果 这 个 多 项 式 是 通过 点 
Pn-i = Unis Yai) 1=0, 1, 《一 1， 之 1 的 Lagrange 
插值 多 项 式 ， 则 构造 了 显 式 的 或 预 估 型 式 的 & 步 公式 Fe 如 果 
Lagrange 插值 通过 点 bni i 一 0, 1,.…， t 见得 到 隐 式 的 或 
REN k SAR FEL 

为 了 导出 天, 应 用 Newton 向 后 差分 公式 ， 得 到 通过 点 
Pail = 0, 1,.… ,不 一 1) 的 多 项 式 SQ). 如 果 在 (5.56) 中 用 


$$ 代替 $, 得 到 Fi 的 差分 形式 方程 : 
k—i 
Yay 一 上 Oya — A È Giv'bs = 0, k>l, (5.57) 


其 中 Vv' 表示 第 ; 阶 向 后 差分 ， 由 Q= ADA 


G; = (-1) f aoo (7 as l,e- (5.58) 


计算 得 到 
Ci0-040D 一 oO-0tD iao, (5.59) 
j=0 j=0 
其 中 
bat a Tij i 20, 0 <i<i, (5.60) 
ph Dru l0- PPR (5.61) 
Imj 


-而 0,0 委 了 < 委 ;由 公式 


Pe SYS rie ido = (5.62) 


KAE, CM 1— E BR, Too = Ni = 1 Tın 一 一 1, FPR 
证 了， 满足 递 推 关 系 
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Tinio 一 人 十 1)77o， | | | 
Visited = Ti, | il (5.63) 
Tis = G+ Iii — Tita, 1<j <i, 
车 在 (5.62) H = 1, 得 到 
X Yui = 0,1>1. (5.64) 
j=0 | 


由 此 推 得 
Eio = 0, I > l, 
为 了 将 Fi 转换 成 通常 的 形式 ,我 们 作 代 换 


vie = D OD (1) bei, = 0, Lee, (5.65) 
这 就 产生 公式 
k-1 


Yasir — 6 ?ys — h D, Bahai = 0, k >1, (5.66) 
i=0 


其 中 
IN 
Bii = (—1) > ( . ) G: 
tei NT? 
= >> m; 5,0 %t) — e79 > v;7190 ， 
i=0 i=0 ” 
i>0,0Sj<Si, (5.67) 
和 
(B E d r\ (中 
一 (一 TD (7) 
ty h Š, J Le a 
0<7<1,0</1 <i, (5.68) 
这 表示 上 和 ?> 分 别 与 8 和 有关， 


可 以 对 Fi 进行 类 似 于 上 面 的 推导 。 与 隐 式 公式 有 关 的 量 我 

们 将 用 ”来 标 出 。 下 的 差分 形式 为 
， | 
ys 一 c os — h Dd) GFV'bay, = 0, (5.69) 


其 中 | 
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fo -一 
G* = =| e52 ( Eag 
a 


= Sots? — 8S) BO, i= 0, Lye 


i=0 . 
(5.70) 
这 里 
bis = (yi Dat . 
i ais (5.71) 
Hy i 
一 二 —jy , 
5 i! Di yr (— 1)! 
E ru PRA E 


来 确定 .容易 证 明 , 对 于 所 有 的 1 有 7 六 一 56;。 按 定义 ,对 于 
i> 2,4 H = 0, 


公式 (5.69) 等 从 于 通 党 的 形式 B 
Yayi 一 ce 9V, — h > Bt ideas = 0, 《> 1, (5.73) 
其 中 | 


Bt = (—1)' >) ( | ) G}, i20, 0<}<i, (6.74) 
Bi; 和 GX 之 间 的 关系 式 (5.74) 5 Bu 和 Gi 之 间 的 关系 式 是 相 
A. 因此 ,将 关系 式 (5.67) 和 (5.68) 中 的 量 加 上 星 号 后 得 到 的 
关系 式 仍 成 立 . 
上 面 构 造 的 公式 是 传统 的 Adams 公式 的 推广 ， 特别 在 4 一 

0 的 情形 , F, 和 Ft 分 别 趋向 于 显 式 的 或 隐 式 的 & 步 Adams 公 
R. 事实 上 , 在 $ 3.3 中 将 证 明 ， 如 果 将 4 看 成 是 独立 的 常 参数 ， 
Fe 的 局 部 截断 误差 是 get shy? + OC). 于 是 对 于 4 一 
0, a COREE 为 p=k+1, 另外 , 对 于 4 =0, 按 (5.53), 有 

， 因 此 了 本 只 含 Y 的 前 二 个 项 , 它 是 Adams 型 的 ， 由 于 唯 
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一 性 ,这 个 公式 确实 是 熟知 的 & 步 隐 式 Adams 公式 , 类 似 的 讨论 
说 明 ; 对 于 4 = 0, EK, EB r = RRR Adams AK, 
现在 考虑 4g > + co 的 情形 .如 果 我 们 略 去 对 于 4 ARG 
数 上 ) 为 小 的 项 ,得 到 ef = Og tq? 和 g big tO oF 
i=l, PEMRPATS 
-> br, 


i=] 
t 7/1 5 
st 《5.75) 
my ; 
并 且 用 bi 表示 BY 的 一 般 的 对 角 线 分 量 , 有 
brko = q` + Oog” + Ol), 
bi 一 和 jg 十 DC) lj <, 
因此 ， 由 于 pr = Ai 十 ?ys+1_7。 我 们 得 到 
bE obni = Yny + OF 09 Yny + hq Yan + OC’), (5.77) 
| OR Rbas i = ORG nati + Ol, ISG R 
用 4 乘 公式 FF FHIR 4 一 十 o 的 极限 ,这 个 公 却 变 成 


Ak- Yor ji 一 bY sa = 0, (5.78) 


其 中 系数 a;,i=0. 1 ,"… ,依赖 于 ,公式 《5:78) 是 向 后 微分 
型 的 , 即 它 只 含 最 前 的 ”个 y m. 对 于 任何 4 关 0, 由 上 面 给 出 的 
公式 FE 的 截断 误差 是 OC"), FF 的 阶 为 2 Hk. 再 由 唯一 
性 ,公式 (5.78) SATE & 一 工 后 的 通常 的 & 步 向 后 微分 公式 ， 


(5.76 ) 


; 3.2 ”稳定 性 分 析 


在 对 公式 FE( Fi) 进行 4 稳定 性 分 析 时 ,可 以 按 第 二 章 ,检验 
充分 性 条 件 N 和 N:， 通 过 变换 w 一 wl) = (z 十 1)/(z 一 1)， 
r(z) = (z — 1)*p(w(z)), 

s) = (z — 1)*to(w(z)). 
RFN 等 价 于 条 件 Ni: sC) KR 5; A Res < 0,1 = 1,2,..……， 
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k. Het: Ni 可 用 Routh-Hur witz 定理 来 验证 ， 说 ko = mzk t 
boz! + eee, FER ay, by, costet 表示 Routh MITE, 
于 是 当 且 仅 当 ao, bo, co 均 为 非 零 的 ， 并且 具有 相同 的 符号 
时 ,Ni 成 立 | i E 
下 面 对 试验 方程 一 2y ,4 一 常数 , 讨论 固定 4 DREHEN, 
应 用 记号 9 = 入 ,以 便 区 分 拟 合 点 4 = dh. 
由 $ 1 的 公式 (5.8) 和 (5.15), 对 于 任意 的 4,0 <4q< +0, 
公式 (这 里 的 9 与 $1 的 4 差 一 个 符号 ) 
: FF: Yau — Vn 
—At[q?*— Ce? — 1)¢) 9%, + [CL — 9) 
+ Ce? — 1) na} = 0. (5.79) 
是 4 稳定 的 . | 
Liniger [78] 中 提出 一 个 阶 P = 2 的 指数 拟 合 二 步 公 式 ， 它 
ENTAR 
| : [Q — 297) + ee O + 297) Von + NTER 十 49) 
— eq iy [(3— 2g) 十 e (一 1 十 gat 
— At [(— 9g? + 2g’) = ee (q+ 2q) Yaa 
十 [44 — 497) — 6 “Q — 497) 1, + [(2 — 3q7 
+ 297) — (—qg t 2g) lias} = 0. (5.80) 
2<q¢@S +00 时 ,这 个 公式 是 4 稳定 的 .可 以 这 样 来 证 明 . 用 oe? 
表示 GF 的 一 般 的 对 角 线 元 素 。 我们 得 到 m 一 好 一 [(1 — e7)/ 
ql>0,q>0. 令 名 (q) = phh? =q > (1 — 7), 其 中 一 
go + ar). 于 是 bga) > 0,49>0 和 4(0)=0, 由 这 推 得 
b(q)>0,9>0. 最 后 令 ĉ& = fco = (2 一 g)[(2 一 gq) 一 (2+ 
9q9)e ,其 中 co = a, = gt 2g + 4gt, 我 们 有 2 一 g) 一 
(2 二 gqg)e ?一 2 一 4 委 0, 9 之 2， 因 此 ,66>> 0,g > 2、 这 推 
出 o> 0,g>2, WHF g> 2, RN 满足。 条 件 N, BRA 
P(E, q) = 2r(g)(8 —1) S0,-1<Sé<1, (5.81) 
其 中 
r(q) = gq 5 人 (9g)rs(9) 
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rn (9) 一 [(2 一 4) 一 (2 十 9)c 7， 


ri(q) 一 《一 2 十 34 一 9) 十 (2 一 494)c 。 
OO EAR Wg > 2, rq) <0. .但 rg) 二 一 4 十 34 一 2 一 
(a= 2) 1—4) <0, 4> 2. WA: rla) > 0, ¢>0 和 对 所 有 
E, —I1<SE<S1,4> 2A Pi, q) 20. 这 推出 了 所 要 的 结果 。 
公式 FF 有 形式 
[(11 一 129 + 697°) — e2 — eg" - + 67- 164 
十 [( 一 18 + 30g7 — 1897?) 一 ce (3 + 12q7 

— 18477) ]¥_ + £09 — 24g™ + 18977) — e (6 © 

— 6g + 18977) ]¥n + [(—2 + 6g` — 6977) 

me U1 6q77) 1% ns — ALL C6 — Lg! + 129° 

一 69 )—e 5 一 29 + 6g — 647") Yne t L189" 

一 309 “十 18g) 一 ec 6 一 39 — 12g” 

十 189”)]y。 十 [一 99 + 240° — 18g ) 

— 6°" 6g + 6q7? — 184°) 1yr + LOG — 697? 

+ 6g) 一 ce (—q"' + 6g )]ys.} = 0, (5.82) 
对 于 gq 之 5, 条 件 Ni 满足。 为 了 证 明 这 个 结论 , 只 需 证 明 a, bo, 
c = a, — (aob:/bo) RA do = b IRAR, 并且 对 于 9 之 5 具有 相 
HERS. KEHF > 0 有 

= 6(1 一 e74) > 0, 

对 于 gz >>2 有 

by = (18 — 120) + (—6 + 12q™)e~? 

> (18 — 1297!) + (—6 + 1297) = 12 > 0, 
记 
do 一 gp + 十 p.(9)e ?] ， 

可 以 看 到 ， 对 于 4 之 2 有 zkq)> 0. 再 由 2.(2)>0 推出 对 于 
q 之 2, P.(9) > 0. BUM, EH a > 4j, pla)’ 0 和 aG) 
0 推出 对 于 所 有 4 之 5 有 ph(4)> 0. Am da> 0. 最 后 ,在 
b > 0 的 条 件 下 (对 于 4 2 它 是 成 立 的 ), o> 0 的 充分 必要 条 
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件 是 
abo 一 ab, = g’N(g)/48 > 0, 
N(q) 一 (69 — 134 + 9) + (8q — 12)c — (q —3)™ 
对 于 了 > 3, 有 8 一 12>>0 和 一 3> 0. 因此 ,对 所 有 I 宇 5 
N(q) > (69 一 134 十 9) 一 (9 一 3) 
= 697 — l4qg +12> 0 
这 就 推出 当 4 之 5 时 条 件 N ERR. 

对 于 9 之 5, 公式 FY 还 其 有 一 一 些 固定 步 长 h 的 稳定 性 质 .。 这 
可 以 对 有 关 条 件 的 数值 计算 来 得 到 ， 特 别 可 得 到 对 于 a < alg) 
it, FS 是 4(a) BEN. 其 中 最 大 角 ala) 从 4 二 5 的 近似 为 
84.4° (1.4731 弧度 ) 增 加 到 9g 一 十 oo 的 近似 为 86"， 这 后 一 个 方 
法 为 向 后 微分 公式 ， 

对 于 4 一 十 co ,公式 FF 是 向 后 微分 公式 、 对 所 有 ,在 co 处 
都 是 稳定 的 . 由 于 这 些 公式 的 系数 连续 地 依赖 9， 则 对 于 任意 给 
定 的 《和 充分 大 的 9 E, FEC) 必定 在 c 处 的 稳定 . 类 似 地 ,对 于 
4 一 0, 公式 Fi 和 FE RHE Adams 型 公式 (在 49 一 0 MRR FE), 
它们 是 稳定 的 。， 于 是 对 于 任何 R 和 充分 小 的 非 零 (ig, Fy MF? 
EREN. 

当然 , 对 于 大 的 4 EERE Filg) 7 可 能 对 于 这 个 q 
值 不 同时 是 稳定 的 。 关 于 这 一 点 的 最 明显 的 例子 是 对 于 六 宇 7 的 
向 后 微分 公式 。 它们 是 不 稳定 的 。 类 似 地 ,与 小 的 4 值 对 应 的 近 
似 Adams 型 公式 Felg) 和 Fix(g) 在 % 处 均 不 是 稳定 的 。 这 表示 
WF I, 公式 的 稳定 性 质 缺 少 一 致 性 。 这 个 缺点 可 以 用 下 面 的 
方式 来 克服 。 在 和 矩阵 积分 格式 中 , 用 对 应 于 在 大 的 9 处 拟 合 的 行 
分 量 公式 来 处 理 刚 性 分 量 的 解 ， 于 是 这 些 公 式 恰 好 共有 控制 刚性 
分 量 所 需要 的 稳定 性 质 。 另 一 方面 , 慢 变 分 量 ( 非 刚 性 分 量 ) 的 角 
用 在 小 的 4 值 处 役 合 的 近似 Adams 型 公式 处 理 . : 

公式 FF 具有 上 述 的 一 致 性 ,对 于 所 有 的 4 值 ,0<q <o, 
它 均 是 稳定 的 为 了 证 明 这 一 点 , 令 p(w, q) BS 下 Ho 系数 
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有 关 的 三 次 多 项 式 , 并 令 Alw, 49) = p(w, 49)/(w 一 1)。 由 相 容 
ENA q,e(w,q) 具有 线性 因子 (w — 1). Akt, w,q) 
二 次 多 项 式 . 另外 , 令 : 
f(s,9) = (z — 1)6((z + 1)/(z—1)) 
= eo 4) + 3gci(9g)z + 3q’c.(q)2’, 

cog) = (6 — 9g + 5g) + (—6 + 3q + ge’, 
cla) 一 (一 2 十 39) 十 (2 一 g)e 7 ， © 
cqa) =l e, 
现在 将 Rouh 准则 应 用 到 #(z,q) 上 。 首先 , 对 于 4g > 0 有 
cq) > 0. HR WT 0<4 委 3, 有 cq) 过 9>0 和 co) 一 
0。 因此 对 于 0<¢ <3, ela) > 0. 对 于 g > 3, alq) > y> 
0. 这 样 对 于 所 有 q,0<q<t+o, o(q)>0. 最 后 ， 对 于 4 之 

一 (一 3 十 V33)/2, 有 一 6 十 39 十 ?> 0 和 cog) > 6—94 
二 > 0; 对 于 0<gsa 有 p 

c4) > (6 — 9q + 5q*) 十 (一 G+ 39 + Pl—g 

(9 一 (9 + ¢)/2> 90, 
这 完成 了 FT 对 所 有 4 为 稳定 的 证 朋 ， 


5 3.3 局 部 截断 误差 分 析 
ZESAR Fon 有 关 的 线性 微分 差分 算 子 


Lows = > w+rp( OE — h 5 Bis OYE! 4 | 
jsp 


其 中 8 是 推移 算 子 . Lpy: 的 阶 比 Lpp 的 阶 高 1, 所 以 Lorti 的 
局 部 截断 误差 的 主 部 是 与 Let 一 Len WANY. RATER 


(Los 一 IO = bGouV?™Ly'(e) 十 DYCH], (5.83) 
其 中 用 y 十 Dy REA. HF (5.53) 的 光滑 解 IOA 


(Lous 一 Lp) yl) = OGpriv? IE 十 hGp V? tY Ce) 
o =A HOG pa YPG) + OH, (5.84) 
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于 是 我 们 推 得 四 
Louse) = FPP OG py? * 24) + OCR), (5.85) 
MOOR, Fon 的 精确 阶 为 p， 当 9 一 0- 时 ,精确 阶 为 十 1. 
这 个 结果 在 显 式 Adams 公式 中 是 常见 的 . 按照 (5.85), 在 一 般 的 
情形 , Lon 的 主要 误差 项 的 系数 是 crn = OGen. 
公式 F? 的 误差 分 析 与 对 Fon 的 分 析 类 似 。 设 
Ly= > OF paCQ )E’ 


j =—(p—1) 


—h D; Bh OBS (5.86) 
fa) 
是 与 公式 Ft 有 关 的 线性 微分 差分 算 子 . 我 们 可 以 得 到 | 
LEIO) = BP HOGR YPC) + OCH), (5.87) 


因此 ,对 于 O80, FF 的 精确 阶 为 2。 对 于 O 一 0, 得 到 ? 步 隐 
式 Adams 公式 的 熟知 结果 , 即 F? 的 精确 阶 是 p 十 1。 Lz 的 主 
误差 项 的 系数 是 cp Al mm OG p. | 
下 面 应 用 Milne 方法 ( 见 Henrici 的 书 [62] 第 255 页 ) 写 出 
Fp;， 和 FF 的 局 部 截断 误差 的 近似 表达 式 。 > Lonya = 0 确 
定 的 预 佑 值 Ya, 假定 在 tap, tn-pary sets tn 处 Loyi 作用 在 精 
确 解 上 ,我 们 找到 .| 
apn[ Yar 一 y(ts+1)] S — A Hep Y PHD), - (5.88) 
其 中 之 表示 含 误差 OH) HSS. 类似 地 ,由 Ley, 一 0 确定 
校正 值 Your, 其 中 Yara BL Prti 一 Dyna, Pari = = Plint» Yai) 


于 是 
ar Var — VCs) S hee VPP Cte), (5.89) 


由 (5.88) 和 (5.89) 消去 y(t), RH iia 4, ), 得 到 

yPtD( ta) -= Ao M [a pricpt — OD Tepl Crass 
| 一 ya+1) + O(A), | (5.90) 
Cpi EESE M a oe 
OS ap = I — OBS. 
由 《5.88) M (5.90), KI Foy 2 RSH RIT BERD — MRY 
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Vous “一 (Ce ) ~ Op ec 一 tG] ‘Cy! +1 一 Yous. 
7 = (5 91) 
其 中 
Grn 二 (1 十 O)Goass 
Gray = (1 十 @)Gp+i。 
(5.91) 式 是 将 由 (5.88), (5.90) 得 到 的 式 子 分 别 用 Cr， Gy R 
$ Go, Gin 得 到 的 。 这 样 代 替 得 到 的 公式 使 用 起 来 娶 方 便 一 
点 。 因 为 当 9 一 十 o 时 ; GC) ~ gG) 和 GC*(q) ~ gqG*(g) 
趋向 于 有 限 的 非 零 极限 。 另 一 方面 ,对 于 4 一 0 时 , ~G, Gin 
G* 也 有 合理 的 极限 ， 
按照 完全 类 似 的 方式 ， 对 于 FS 的 局 部 截断 误差 ， 得 到 体 计 
式 
Yari — YC iny) © G¥,,1G% 4, — Xp *Goa] yip ara). 
o (5.92) 
误差 估计 (5.91) 和 (582) 可 以 用 作 步 长 控制 ， 还 可 以 用 它们 来 对 
预 估 值 和 校正 值 进行 修正 ， 
令 修 正 后 的 值 在 (5-91) 和 (5.92) 中 起 Yat) 的 作用 ;并 将 
这 些 关系 式 中 的 近似 等 号 用 严格 的 等 号 代替 , 解 出 修正 值 。 然后 
BANE ARH G 一 y) 的 下 标 向 后 推移 1。 KR 
我 们 得 到 下 面 的 单 步 预 估 修 正 一 校正 修正 算法 


Yay = E€ 2V¥, th >> Boi pn- : (5.93) 


i =—(P—1) 


Ynti = Ynti + af Goi LG, -T aFGoul (ye Yn) 
(5.94) 
Your = e 99, th BE oben 
1 
十 >` 有 pp | 3 " £5.95) 


i =—{p—2) 
Yny = Yapı 十 Gt [Gh až Gpp (ye — yn+1 ) ， 
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Fe $ = ple, 7), Goss = (I + 0)Go4. 和 Ghar =(1+ 0) 
cp+， 在 2 一 0 的 极限 情形 ,(5.93) 一 (5.96) 变 成 通常 的 Adams 
型 的 修正 预 估 校 正 型 算法 . 

有 时 将 (5.93) 一 (5.96) 中 的 后 二 个 关系 式 改 成 下 面 的 迭代 式 


Vag = PY, 十 h ZZ 


o 十 > B* piiri |; i = 1,2, . "3 
j =—(p- 2) 
其 中 y = plr, 9"). 和 p= 4. EBARA i 所 对 应 的 y 值 的 半 
小 于 指定 的 务 时 , ER E. 称 这 种 迭代 格式 为 预 估 修 正 迭 代 校 
EEF. 


53.4 矩阵 Q 的 选取 


上面 讨 论 时 ,矩阵 9 是 固定 的 。 在 实际 计算 时 。 矩阵 9 可 以 
JAE. 例如 对 于 方程 组 (5.54) TRO 的 对 角 线 元 素 4 为 
a —h Fna Ya) Flin, Yasta Vanna t's Ya) 
| | . yi — Yit ' | " 

| (5.97) 
这 时 计算 程序 中 需要 计算 矩 陈 e 的 子 程序 ， 当 公式 (5.66) 中 
WOH (5.97) 选取 时 , 将 具有 好 的 稳定 性 质 。 容 易 证 明 下 面 的 定 
FE | ee 
定理 5.9 GOH (5.97) 选取 , 则 公式 (5.66) 是 4 稳定 的 ， 
证明 令 fU, y) may, 4 是 复数 RaA<O, WE (5.97) 确 
定 的 4 为 
q= — hh, 
并 且 有 boi = 0, FHA (5.66) 给 出 
Yni — e* "Yas 


如 由 Rea < 0 推出 对 任何 固定 的 人 Ly n> oo Ht yn -> 0, 
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54 一 类 特殊 刚性 方程 的 
修正 线性 多 步 方法 
在 控制 系统 的 设计 中 ,经 常会 巡 到 形式 为 

PCDI) = e, (5.98) 
的 微分 方程 及 某 个 给 定 的 初始 条 件 . D 一 是 微分 算 子 ,Pv(… ) 
是 具有 离散 根 ,i 一 1,*…, 和 的 多 项 式 , 即 有 

Pv(1) 一 Il (2 — hi). Laat (5.99) 

I 
Hee 和 ? 的 任意 光滑 函数 ， 假定 | 5 大 | 具有 与 min 1P) 
相当 的 量 级 。 在 ul 中 可 能 有 非常 大 的 数 。 

现在 应 用 形式 为 


k 
i 之 ， ai (A) Yast — 他， Biot = 0, a(k) =1 (5.100) 


的 广义 线性 多 步 方法 ， 其 中 系数 u0) 和 BG 一 1 
Riise Koh, Vani 为 在 = tn + jh 处 的 数值 解 ， o 
fazi = f(t, + ih, Yazi). 


令 ooa, 
k 
p(s, h) = 2a, 
olt, h) = 2, Biti, (5.101) 
L, =p(E, h)— AE, h)Py(D), 
Ly = E*L,, 
其 中 EE 是 推移 算 子 . 


下 面 利用 指数 拟 合 的 思想 确定 公式 (5.100)， BER 公式 在 点 
Avi = l, 2， “sm, z= N + 1) 处 是 p; 次 指数 拟 合 的 ,其 中 
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li, 1 = 1,. NEB AN Py 的 根 ， 

Anas = 0, . | 
4,7 >N+14 是 任意 的 ， 它们 当 方法 与 其 它 的 多 步 公式 联 用 时 才 
需要 人 确定， 由 定义 5.4, 当 y(t) 有 形式 


y(t) 一 > rie! ‘(m3N+1) (5.102) 


jl . 


时 ,要 求 成 立 L,y@) 一 0, 其 中 HH 是 次 数 不 超 过 bi 的 任意 多 
项 式 、 这 与 当 IC, ye)) BÉR 


a, TOD =y TOL 7 (5.103) 
j=l 


时 ,方程 (5.98) 的 解 yCe) 精确 地 满足 差分 公式 (5.100) 是 等 价 的 ， 
其 中 qi(t) 是 次 数 小 于 或 等于 Si 的 任意 多 项 式 ， 


O phil, 如 果 Pyu) 一 0， 
一 5.104 
sj | .pl 其 它 . | ( ) 
eat) = e”, bf) =e (5.105) 


定义 函数 a 和 加 ， 由 多 步 算 子 L, WREE, RM lh) 和 
Bi(h), i= 0, 1,.- 《之 间 的 必要 的 关系 式 由 下 面 的 条 件 建 立 
| Liens) = 0,51, 2s aM, 1= 0, 1 i Pi. 


(5.106) 
在 (5.106) 中 ,对 7 = 1,2,-°-,N,4 i= 0,483 
: Liles) = 0, ji lees, N., (5.107) 
RRL, 的 定义 式 , 得 
[ol E, 4) — E, PPNCD) Jex; = 0, j=1, 2, N, 
(5.108) 


由 于 Pri) = 0,7 = 1, 2,°°°, N, 从 (5. 108) 推出 
let. 1) =0, j=], 2,- N, 

这 就 确定 了 次 多 项 式 p 的 个 根 。 e 的 其 人 k 一 六 个 根 可 以 任 
eM, 但 为 了 达到 好 的 稳定 性 质 ， ike 们 等 于 零 ( 类 似 于 Adams 
方法 )。 因 此 ,这 一 节 的 其 余部 分 取 AER 
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olt, b) = fh iI a 一 et). a (5.109) 
由 (5.106) ,我 们 有 
D æ+ DN ~ Dis+l) (5.110) 


j=1 del 


个 条 件 来 确定 下 次 多 项 式 ec 的 不 十 工 个 系数 ， (5.110) 中 的 N 玫 
示 已 用 掉 入 个 条 件 来 确定 多 项 式 p. 这 样 ， 可 以 取 多 项 式 。 的 次 数 
kx | 


k= Ņ (+1) 1. 


下 面 的 定理 给 出 我 们 需要 的 指数 氢 合 的 一 个 等 价 条 件 。 
定理 5.10 $ L, EHA G. 101) 确定 的 鼻子 ， WAMA P 
PIA Pr, RIF E | 
Li( pea) = 0 eo, 6. 112) 
等 价 于 条 件 ee A o | 
\ Lyen 一 O(n = Aye), (aa). (5. 113) 
证 明 ”假定 Lappe) =0, 由 于 L, 是 线性 算 子 ,推出 对 所 
A t= 0,1,---, PA Lil bier) = 0. 由 于 有 


L,(dje,) = L, {|-25 aa | | Lo oe a N 
=fr Ge Va | 3 (5.114) 
MAL, 的 定义 ,并 且 算 子 E, dD, 作用 到 ex 上 是 可 交 
换 的 ,我 们 得 到 


fo 
7 Lalie) {2 till. 站 | (5.115) 
于 是 由 假定 Lile) 一 :0(i = 1,---, H HERB ” 
{= (Liew) | == 0, i= 0,1,- ;P, (5.116) 
Op Hox) E 2. 


将 Lien 绕 点 4 进行 Taylor 展开 ,由 (5.115) 得 到 
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Linen = OC gE - = aye), 
定理 的 北 的 部 分 的 证 明 是 类 似 的 . l 
在 分 析 和 实际 计算 中 ,有 时 将 (5.101) 中 定义 的 算 子 Li K 
写成 
= ， 
一 g (1 — èE) — a 5 weer 7 
. (5.117) 
的 形式 可 能 比较 方便 其 中 7 一 1 一 FE- 是 向 后 SORE. AE 
All, > Oo 
Py(D) = D,N=1 Ñ 1, =0, (5.118) 
得 到 Adams-Moulton 公式 ， 
TERT Li, ARR 6. 117) 中 的 系数 ah), i=}, 
, k. 按照 条 件 (5.106) 和 定理 5.10, 8 
= Lie, = O[(A — hrtil, v = 1, 2,---, m, (5 119) 
其 中 m>N +1, MEK (5.117), 4 


{HI (1- — e ME) 一 (> 9， v") Py(D)| ea} 
-oaae oo (5.120) 
考虑 到 Pu(4) = [[ (A u) ARRAN A 


TI 1—e be Di > SL 一 ey 
j=1 4 dj i=0 
ora —4,)?»], 如 果 Py(A,) = 0 
O[(A—A,)Pot], 其 它 p 
= O[(A — 2,)**'] (5.121) 
& z= | — e F z; = Í — e~t BE A = o- log(1 — z)/h 和 
Aj = — log (1 — 24) /4, TÆ G.121) 有 形式 


N 


Å a Bj : , 
一 一 一 一 一 一 ~ ZON 
izi lzi log(l—2)— log(l— z) -> 


= Olz 一 一 zy"), yp = l, 2... > my, . ae (5.122) 
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-| ps 一 1， 如 果 Pul) =D, 
P» RERE, 
于 是 求 系数 DCA) 的 间 题 变 成 求 《 次 多 项 式 


k 
>> 5;(h )z' 


XI RA BX 
TT. 4 sz- 二 o 
ww) N 1 — zi log(1 — z;)— log (1— 2) 
AY 5d i Se TJ] Fd, RRE *， 处 的 播 值 阶 为 sv. 
”上 面 讨 论 的 是 多 项 式 Pv) 是 单 根 的 情形 .下 面 假定 Pr) 
RAER. IEE PrCD) PER 


Px(D) = ]] (Do y. 


要 求 在 hii, i 一 1 NANE pi 之 ?i 一 1 RRMA. 这 
时 多 步 算 子 L。 为 : | 
N k 
Li, = |] (1 — eti EY — D ô; (A) v| Pa(D), 


k an 
其 中 系数 olh) 可 以 这 样 确定 : 求 多 项 式 之 ， DlA) 在 > 一 ] 
一 ex 处 对 函数 E 


N 
BD = | 2 o eee] 
Il l— zj log (1—2;) — log (1 — z) 


进行 插值 ,对 于 > = 1,---, mT A 
= l Per, 如 果 Pae) 一 0， 
p。 Ke. 
A Pw(%) 的 一 些 根 相互 很 接近 ,可 用 其 中 的 一 个 根来 近似 这 
些 根 ,并 在 这 个 根 上 作 指 数 拟 合 . | 
上 面 推导 的 多 步 公式 的 系数 可 以 编制 专门 的 程序 来 自动 地 证 
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算 . 当 方 程 (5.98) 的 左边 部 分 改变 时 ， 或 者 当 步 长 4 或 某 些 参 
数 pp。 变化 时 ,系数 都 必须 重新 计算 。 这 不 会 增加 许多 麻烦 ,因为 
对 许多 实际 中 过 到 的 问题 (5.98) 的 左边 部 分 和 参数 h, Po 均 是 
相对 稳定 的 ,计算 不 会 太 频 繁 。 另 一 方面 计算 是 自动 进行 的 ,并 当 
N 和 pe 不 太 大 时 ,计算 能 很 快 完成 . 

上 面 推导 的 多 步 公式 是 为 了 想 能 拟 合 形式 为 


PDI = >? ge (5.123) 


的 微分 方程 的 解 , 以 使 使 我 们 的 公式 优 于 通常 的 方法 .。 (5.123) 中 
RŽ g,(z) 与 cx。 相 比 ,变化 是 比较 缓慢 的 ， 下 面 来 信 计 用 物 
造 的 多 步 公 式 求 微 分 方程 
Py(D)y@) 一 got)e 
的 解 y(z) 时 的 局 部 截断 误差 ， 
定义 5.6 BAT Li 应 用 到 函数 y(z) 时, 称 
[Lay Ga). 
为 公式 在 t, 处 的 局 部 截断 误 莽 。 
由 (5.101), 我 们 有 
La = AlE, h) — al E, A)Py(D), 
其 中 
P(E, h) = CoE, h), 
o(f, A) =f “colt, h). 
& Sf 是 由 
LNA) = | ya 


所 定义 的 算 子 ( 单 边 Laplace 变换 ), 其 中 存在 一 个 实 常 数 1, ER 
分 在 半 平 面 Read > xy 中 是 收敛 的 。 由 Laplace 变换 的 逆 公 却 给 
出 


{x,ti@ 
yi) = | 


2i =- tato 


cro LITA, n> n. 


现在 可 将 在 时 刻 to Sh RRR RS 
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Chia) = EY elo GI) 
由 于 
[Liea](tn) 一 ee[ot(e 和 0) 一 ai(e 4)PN(2)]， 
可 以 写 出 
[LO 一 二 | ele FILE PIG 
(5.124) 
其 中 | o 
| oo hl r / 
ats E h) —g, (ett, h) o 
[ Se F: I2) = Paa) .~ , (5.125) 


Ca -一 a 7 Oo 
[PFJA)=(—2,)eO PALS ya), (5.126) 
由 于 构造 的 多 步 公 式 是 在 和， 处 指数 拟 合 的 ,有 


i ra h Aà — s 十; 
ay — ale”, h) = OL — 2)", 
因此 当 4 一 4, (VFI) 是 有 界 的 。 

我 们 需要 两 个 引 理 

5125.1 设 上 述 的 假定 成 立 , 则 有 

F(z) = gsr "(Fe 
证 明 由 Laplace 变换 的 道 公式 
FRO 一 二- 1” HLZ F,](a)da 


at, 100 


< 一 Lp e” (2 一 LJP A y](2)an 


oo 
x% ti 


= (D — 1, Pa(D) +| af 人 Ga 
Ni J Xai% 
= (D — 1,) "Py (D)y(2) = getet, 


531385.2 WR LZ FJA) h (5.125) 定义 , 则 对 于 u> kh, 


Fi(u) = 0, 
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这 个 引 理 的 证 明 较 繁 ,可 参考 Bjurel [29], REREH, 
我 们 还 将 用 到 卷 积 


(Fik FO = [GOR ~ u )du 


的 一 个 结果 : 
LF LF, = LFkF,). 
由 这 结果 ， 应 用 Laplace 变换 的 逆 公式 ,给 给 出 
ai eel Z FWA) F,](A)dl = [Fik F, IC), 
所 以 ,如 果 F, 一 ge, AR (5.124) ER 
[Liv Cn) 一 (" F(u )g,' Cn — yje’ dy, 
应 用 引 理 5.2, 得 


ft 
[Ly] C) = etrn | eR (uyg sth, — u)du 


一 Cn |a, Ji ee F (u)du + R|, (5.127) 


R = N eo" F uige Ct, — u) — gir? i, ) Jdu, . 
因此 | ; (5.128) 
[Lay] Un) = cro lg (Cn)lim([ se Fl)) + R], 


(5.129) 
可 以 这 样 来 合计 R. 首先 应 用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 ， 然 后 应 
用 单 边 Laplace 恋 换 的 Parseval 关系 式 , 得 


PR] < [7 emare] E Cu) adu [ [aly — u) 


— g, ypa] = rl Paa 


2n Red „—ico 
i N [gv PC ty — u) — gee) Pau) . 
«9 | 
因此 
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8 r p 
=^ Try 


op, Aish. 


|Ri < J. max [grr PCen = u) 
SUKRA o 


~ ein) Wr hai NI PE 
E (5.130) 
为 了 得 到 由 公式 (5:128) 和 (5. 129) 给 出 的 局 部 截断 误 差 的 
估计 ,我 们 必须 合计 【se FIG). KARRA (5.125) %4 给 出 。 雷 
的 系数 为 一 般 的 情形 ， CERRI. 我 们 看 到 ， 按 公式 5.121) 
和 G 122), 4 o 


一 (一 Ho 


eta 站 - 
ji ay 


一 > BAU 一 ca 一 Ril, :), (5.131) 


其 中 > 一 1 一 eo, Rb 2) 是 由 (5. 122) 给 出 的 插值 的 余 项 . 
按照 Hermite 定理 的 推广 , 有 ， 如 果 由 在 闭 单 连通 区 域 D 中 是 解 
ETHS, C 是 位 于 DD 中 的 简单 闭 弧 ， LARA AAS RS Zis 
j= 1, 2, vam, 于 是 对 于 每 个 ze 了 


Ryd, z) = WE wep) dt, (5.132) 


C wC — z) 


其 中 
wz) 一 六 (z — ait, 2,=1— ehh, (5.133) 


j=l 


通过 选取 适当 的 积分 路 径 , 可 以 估计 (5.132) 中 的 积分 . Bjurel 在 
[30] 2 SAH RO AT BR SEB — LR AT 对 于 实 的 lis i= 
I, 2 N, 
ELAY] n) < cents ee hp | go) + [RI] 
| (5.134) 
CH 2, 是 实 值 时 ,可 用 2, 代替 ReX,), 其 中 


1 > E 


Ch. — 2N FL o em 


min MA j=l Jal? 
ais, 
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s= Si Lk, 
[RI < ehrt g D]e, 
ee ht Ro 

数 ,* 中 的 求 和 是 对 所 有 有 Reli > Red, 的 i 进行 的 . IR! 的 个 计 
式 中 的 最 大 模 站 -jco 是 在 区 间 -ww StS ERR 
O HRK. g 满足 某 些 正则 化 条 件 时 , 我们 看 到 ， ha om, 
BAR REBLT AR (5. 129) 中 的 第 一 项 : 

ehin gtr DUZ F, 1015). | | 
当 多 步 公 式 中 的 系数 已 知 时 ,可 以 由 公式 (5.125) 确定 [op FAQ), 
并 计算 局 部 截断 误差 的 渐 近 表达 式 .， 如 果 只 要 粗糙 的 估计 ， 则 
(5.134) 右边 的 第 一 项 是 可 用 的 。 在 是 复 的 情形 , 除 常 数 ca 和 
可 能 稍 大 外 ,公式 (5.134) 仍 成 立 . 
”在 一 般 的 情形 , 当 4 一 0 时 ,公式 (5125) 和 (5.129) 给 出 局 
部 截断 误差 的 渐 近 信 | 


PC ~ engt yim Pula) 


(5.135) 
下 面 是 一 个 估计 局 部 截断 误差 的 简单 例子 
Bl 5.6 5 IBD TI FE 
| y — qy = gle), Req <0, 
并 且 构 造 多 步 方 法 使 在 hg 人 而 在 原 拟 是 一 次 
wen. 这 时 有 
ace, h) = | — METL 
OIL AI) = Gy [(e*? — 1— hq) 
+ ag Wet + DE). 
RAR (5.135), 有 局 部 截断 误差 


[Liv Mn) ~ 8P) [a =A) ee — 1 — MLZ ,5.136) 
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这 公式 的 右边 可 等 价 地 证 成 为 
he ™ 1, LCL — hq/2)0*4 = 1 — hg /21/CAg). 
于 是 当 X 一 0 而 hga 0 时 , 渐 近 地 有 


六 vy . 
ee p E: "3% ae if! 
Te EIKO TA pi t), E 


这 时 由 公式 (5. Mije ianen A Py. 
| i A 和 
,与 $ 1 BRAR. Fo 和 (5. 15) 相 比 ,着 记 boots o 

| eR ats, y) =t, D — ar, 


pe he (ye. ECA : o F s 
Sa OF “iim elt 一 aa) a . | p | 
上 而 构造 的 公式 即 是 5 中 的 公式 6 136) 给 出 这 些 公式 当 1> 
一 co 时 的 局 部 截断 误差 的 渐 近 估计 、 oO 


TOO To tw. a tr | 2 e’: 
. 1 . | 1 eo, eo sa 
- = . r . | pa ， 
. +4 ni rT a a . OM 
` 4 他 i a ae oe} 


$ 1 中 的 材料 主要 取 自 Liniger 和 Willoughby [80] 和 Liniger pel. 
§ 2 是 根据 Mäkelä, Nevanlinna, Sipilä f fsiij 编写 的 . ae 

$3 是 根据 Sarkany .Tiniger [102] 编号 的 .… ， 
§ 4 的 材料 主要 取 自 Bjvrel [29],[30],[31]}. © 


3 + wa ? 
rd + o ; 
y m i . r- 0 | 7% H 
四 NG a | 3 \ b 
i,j ， : a 
3 一 ' ; | £ 4 一 上 i r ‘4 7+ 
1 二 vk “; p4 
: de. A . 4 A i; 所 | Cj 
i | 1 a 
t 
7 
" l} 
4h 一 i 
oo pi 
a j 4 —_ i i ALA ， 
i i ENHA 1 + >y 
| 4 =- 一 My ł : : 
‘3 
a 
Ajo. | WY 


S 
. eos 4 
+ ay , vit 


a: ak Vit DES 


PrE Richardson SME 


Dualaui 利用 AFREIRA NE AP aay Ut BR MT DRE 
REM VE PPR Hl ( 见 $ 2.2)。 为 了 利用 低 阶 4 稳定 方法 计算 出 
具有 高 阶 计算 误差 的 数值 结案 5 Dahlquist’ 建议 梁 开 梯形 法 的 整 
RSME BE. MALRA, SUT ET IN SRE E 
种 方法 是 求解 刚性 方程 的 一 种 有 效 的 方法 。 s 它 的 理论 基础 为 
Richardson 外 插 方 法 及 解 对 步 长 的 偶 次 赛 的 渐 近 展开 式 ， poke k 
FA Richardson 外 插 还 可 以 构 志 一 一 此 齐 的 算法 . a 


Ts: r l i ' 
D I | ， r 
1 "r } 1 ™ 


$1 截断 误差 的 新 近 展 开 式 + r 


ta Em o T L 
r oOo, 1 


. OMOR 


winno gaan, i a hg 
a T n 10) oh Pe “6.1) 
A pe 


不 失 一 般 性 ，8 只 考虑 在 区 间 to, 1) 上 解 单个 方程 的 情形 ， i 
z0€ R, ft, Y)ER, 假定 了 是 Lipschitz 连续 的 ， 则 (6.1) 的 解 
y(1) € C[0, 1], 其 中 C[0, 1] 是 以 [10, 1] 为 定义 域 , HRE R h 
的 所 有 连续 通 数 所 组 成 的 集合 。 定义 赋 范 线性 空间 

E = {y@)|y@)€ C0, 11}, 


ea) 
Bb FE y AHEM lll = max COL, E hè (C) 的 范 数 为 


E) , = Idol + max|dG)|. CPLO, 11% CLO, 1 中 所 有 连 


续 可 微 的 元 素 的 集合 ， EAE 对 于 这 样 定义 的 范 数 都 是 Banach 
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d€ R, dG) € CIO, 111, 


空间 .把 VALLEM, EREE MNAE :对 任何 Xe E, 
和 


Sg Bye (MO em — ese 
E y= He 7D) 7 - pa 
Peete ( (6.1) sjati Kael E ERS DiE D 

Fz = 0, = es 3) 


问题 (6.3) BLE, E', F} 来 描述 的 .我们 将 这 个 问题 称 作 忌 
始 问题 ， 记 作 g= (E, E, F} 

问题 (6.3) 是 一 个 无 限 维 问题 . 为 了 数值 求解 它 ， 通常 来 用 离 
散 化 方法 , 将 原始 问题 换 成 一 个 有 限 维 问题 的 序列 ， 一 般 这 些 有 
限 维 问题 均 可 以 构造 性 地 求解 随 着 有 限 维 问题 的 维 数 增加 , FF 
列 向 前 推进 ,就 可 以 得 到 原始 问题 的 愈 来 念 精 锁 的 近 位 解 . 

从 数学 上 , 应 用 到 给 定 原始 问题 g= {E, E, F) 的 离散 
化 方法 是 指 一 个 无 限 序列 A 一 { Es, En, An Ans psjaew， 其 中 
E, 0 E° 4) BASRA Banach ZH, A,:E +E, FA’. Bl» ES 
HS Lee UE BST If BAER: 


”对 于 固定 的 ye 有 imlan, = Ihe, 
o IEPENER d ER H dm Asal = hale 


} 


Pa: (E — E") > (En > Ez), HEF BRENA Pa 的 定义 域 中 . 
NY 是 自然 数 集 N 的 无 限 子 集 ; P 
对 于 neN , 令 Fy ri， ) 我 们 得 sima ca 的 高 散人 
ie Bar Cart. En EE, C B oy a V r 
ee Furo oa caw (6.4) 
ta eer eee "FW Ee FES GANAR, 
例 6.1 ZRH Euler 方法 求解 问题 (6. 1). 的 离散 化 问题 ， 取 
N' =N, WT ne Noe i 
Gu = t/n, v= 0, l,e., n}, 


o Bs j = (G, + R), lle, ~ max NE ç D 
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C， 名 是 数值 吏 分 格 点 的 集合 E, 即 是 在 格 点 集合 上 定义 的 函 
所 构成 的 空间 。 Ee 也 是 在 格 点 集合 上 定义 的 函数 所 形成 的 空间 ， 
但 将 格 点 0 上 的 值 单独 考 起 . BR RT ATE MR BR Aas Ans 


Polk) = Fa, NF YEE 有， + 


l ， Some o ye | 5 , 证 


Epa x ei . i 
. ` an ， ， ed mo May. 
本 ， i : ` le ` . . ` 7 ia aoa ， 4 =- 1 <n 
. b ' ， at a - i Lio w.’ me, 
wo, dos ar 0, ote . ` u 人 
A 了 i -~ os ， wet ine 
Hd cA’ OE f \ vs Coe h ; 
fa _ ri 
4 . ™ Cee . oL4 Ay 2, F Tr 
- : - ， bes ~- 7 
n . d .站 Oe Ae ml. Fi dA z) P > tne 1, a 
' 一 "dl - - A 7 - . 
` "r t n Ta =a t . a r 
% i, | : oad x .rl > rya t pE . : Tm ， 


AP hepa O O A 
` = 7 本 二 E _ 


4 r a -f ` F 
l oa 
! “ m soi 4 T Į i | B . ` ` " : 7 ` i 四 - p a 
N F CF )， T ` ， ' 。 ” 0 ga 
. . - A . ~. . : r + 5 t ‘ 
wo 上 h Pr Hj eee _f - 0l dii: Yafei of r oi 1 . ~ 上 2 ot F. m 4 


， yor et noe 1+ ta Maa 11 
-q Tr r r ` = 1 FE- 1 wt . a : r . O r 
= 1 ` i4 - af T | whoa, 7 “ho, . a 一 7- i i ` 
nn ( 0 ) Vv — TtT à- a ， fe wf, be ans 
a S) [| 0 . 
ri 
l A T - b . . . . | - = a a. 


| k Gf i 
t -一 A Lai 1 ` 4 tara pti ; 
R . -+ ` : ey SLA ET L . 
=} 1 ( n ) a G 7 “ty ‘ysl | fe-—l\\ | og. 
a eS f or Dt pol, 2; owen, 
È n 7 
jen y Epig coho 7 Y q, to 7 = An ， oi j =- — i CA ga È v . 


这 就 是 将 Fy 离散 化 后 的 形式 . 问题 6:4) 的 i arr 
TEAR R E AAt 

oT 8 LISA RTS AR, 

“定义 6.1 应 用 到 原始 辣 题 多 “的 离散 化 方法 A 称 作 在 

y 6 呈 处 与 小 是 相 容 的 “如果 I eee Fe PFA men 

Me UR A O o A i ta a 

sm |g,(F) A 一 ASF ry 人 


AEN! te 


(在 以 后 对 所 有 一时 ,的 约束 we NMED, M 称 作 与 
多 相 容 的 , 恕 果 它 REED VEE BS BAR, MOBRAETE Y Ah 
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3B xe PABA, 如 果 当 00 时 有 
| lp CF)A,Y 一 AF yl yo = O(n'*), | 
定义 6.2 & A 与 @ 在 问题 (6.3) 的 真 解 = 处 是 相 容 的 ， 
Wt, = pal F) Az, n EN BE AMS NRA 
粗略 地 说 , 1, 是 将 z 离散 化 后 人 人 算 子 F。 所 得 的 值 . 
定义 6.3 设 多 具有 真 解 >， 离散 化 a 具有 唯一 一 解 序列 
ee 由 (6. 4) 确定 ) WH ooo 
和 E, ” Ca, — Ags 
所 确定 的 序列 [esjaew MEO oo B HORE ORICA. 如 果 
有 limlle,ll, = 0, 则 A 称 作对 @ 是 收敛 的 。 如 果 有 leale, 


= O(a?) (n -> 00), 则 称 _AH 对 多 是 阶 收 全 的 

En 可 以 看 成 是 用 Fbs 一 0. 代替 Pl, 一 1, 求解 时 二 者 之 
同 的 差 . 为 了 考虑 六 对 总 的 影响 ， SE Fm CARE F AN 
化 解 的 稳定 性 概念 . 

定义 6.4 ”离散 化 .XY 称 作对 序列 q= 人 me E En Æ 
ERI, WR s Ar > 0, 使 对 所 有 ne WN' 一 致 地 有 : 对 
所 有 满足 Fan 一 Fomolso <r 的 (i 一 1,，2)， 成 立 估计 式 


aP — ale, S sl Ena — Fani lgo. 


wR s Mr 分 别称 作 稳 定性 的 界 和 限 . 如 果 A 对 序列 {A,z} 是 
稳定 的 , 则 A 称 作 对 @ 是 稳定 的 . 

这 个 定义 是 说 ， 对 于 在 {nn} 附近 的 aP) 和 {a2}， 可 以 用 
(Fan? 之 间 的 差 来 估计 ah ZA. 
定义 6.5 WEER 4,:E 一 E', n € N 对 于 F 的 定义 域 中 
的 所 有 ?> 有 
Pal F)Any = ACF + A,)y, (6.5) 
WERE H A 对 多 的 局 部 误差 映 象 . 

粗略 地 说 , 若 不 管 空间 不 同 ， 4。 是 两 个 算 子 F, SF ZR, 

定义 6.6 如果 存 在 与 + 无 关 的 的 非 空子 集 Dj MRR 1i: 
Dj) 一 EF',j 一 1,…,J, 使 对 所 有 ye D) 有 
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Í | | Oo 
A? | 4. 一 >, 一 uy) | = ore) 并 一 > CO, HEN’, 


> 
E (6.6) 


WAE B BEN A, 具有 到 阶 J 的 渐 近 展开 


J 


ye | j= ni Eas 
u En HEP EZE HT A RAL eb eR OO our) 
的 项 外 ， A, 是 唯一 确定 的 、 .于 是 如 果 ve dD, WA 


F, A 7 A 上 Fy + > 一 “1 + O(t»), (67) 
特别 ,如 果 B 的 真 解 z€ Dj 出 有 


| 7 F | 
od = F, Wnt = 一 yy 工 Andie) + ooo), (6.8) 
| ni 


: jet 


(6. 8) 式 是 .NM 对 B 的 局 部 误差 (a) 的 到 阶 J 的 渐 近 展开 ， 如 果 
A i BEBER WE . 
| Yz 0, i= 1, 2,06, pd, 

例 6.2 ”继续 考虑 例 6.1， 由 于 有 O 


[CFA 一 ASF)y) (>) 


. + IDO 


是 局 部 误差 映 象 对 于 在 格 点 一 一 上 为 零 的 任何 项 均 可 加 到 A, 


+, DAAOMERUREE. 
对 于 每 个 JEN, HH (6.10) 定义 的 (4,jsew 具有 到 7 的 渐 近 
展开 ,其 中 Dj = CULO, 1), RR UH 


G+1)! 


0 
| .1 JE) hn ] = l, » J, 
由 于 当 ye Dj) 时 有 展开 式 


J | 1 (一 _ 
j=l ni (J 十 1)! 
如 果 2 € Dj, 局 部 离散 化 误差 {1,} 具有 渐 近 展开 


十 O(a). 


Ys vy = 0 

a re ouam sana, 

\ Orn 7 OW . ) vm l, 2 
对 于 J = 1, 这 归结 成 


f (>) 7 on? ==) + O(n™), v = l, 2,°°*, n 
2n n 


例 6.3 WHE y = f(y) 的 梯形 法 ,定义 
【gps(E Dn) (>) 
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7 Wa Bel oE") 
= IE) (se) 


| p — I 
E +tla n 川 : b 一 ] 7， 


其 中 q, 是 实数 ， MR 


M 2p 2M +1 i 


CRECHE 
t+ >=-|]—yle- 5 7 
An: Y —> 2 — ¥'@) . 


a 


(6.11) 


n 


EA +10 Gea) 10) 
定义 局 部 误差 映 象 ， 由 (6.11) 式 , 除 掉 阶 为 2M + 工 的 量 外 ,4。y 
对 7 显然 是 侦 的 .于 是 在 ALY 7 ÜNE RAAH, 对 所 有 小 于 2M 十 
| 的 奇数 1, 一定 有 4 = 0, | 

定义 6.7 .1 对 B MMIII SE ts， ee en’ KERE 
到 阶 J 的 渐 近 展开 ,如 果 存 在 与 无 关 的 元 eje E,i= 1,..., J, 
使 有 7 


ss = A, Pe 1, Ja + O(a Y (6.12) 
-j=l | 


TA, MRA Hv MERGEN 63), Wi] ej = 0, 
1 一 1, , p— 1, iij ez? = 0, 
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关于 到 阶 J > p 的 整体 离散 化 误差 的 断 近 展开 臣 的 存在 性 的 
知识 具有 实际 的 重要 性 ， 而 局 部 离散 误差 的 渐 近 展开 主要 是 作为 
分 析 整 体 离散 误差 的 工具 .。 “: 

Tm RAE AAEE as EON if E 
SE, 

定义 6.8 MRE RR {Aa se， fOr 7 FO AR RE 
(6.6) 称 作 是 VJ, p) 光滑 的 ,7 之 bp, 如 果 等 式 


J, | [=] Ea | 
Sa [w+ 2 (Ea ay]. 


左边 的 导数 存在 ,并 且 对 任意 ye Dy, e€ Dy, k=p, P + 1,- 
J (6.13) 式 均 成 立 . 
这 时 aim 是 为 的 mw 阶 导 算 子 (导数 )， 所 用 到 的 均 假定 其 存 


在 . >A kaw Bw EMI 6 CEH MER 
(误差 在 Ole) 的 范围 内 ). 定义 6.8 是 说 ;车 . 4。 作用 于 ?十 
> 5 ck 时 ,将 4。 换 成 其 渐 近 展开 ys 一 u 之 后 ,又 可 将 的 每 
项 展开 其 误差 在 O(n) 的 范围 之 内 前 后 相等 在 左 端 方 括 
号 内 的 和 中 ， mm 最 大 到 È =i], 因为 4 的 原 象 中 E 最 小 的 阶 为 


Ps = nae I. 二 工时 ,这 项 TOE He (> 4) + t) +i 
> J+. l, mA, m= A nts 二 i] HIS ds Pat m mn 


大 到 [FA] amin oouo) 之 内， 


ink (6.6) 是 (J P) 光滑 的 ,用 集合 Dick, k= 
Py PAs, J RARE COSA YE D, exE Dh Rh p+ 
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1,… ,J 均 成 立 的 任意 区 域 . 

定理 6.1 SAAR :, 7 为 应 用 和 到 eS fom HIE 
E. BE AMB 满足 下 面 各 条 件 | 

Gi) Law B ERER. | | 

Gi) A 对 多 是 ? 阶 相 容 的 .HV H B ADO EB iS RUF 
在 ,并 县 有 到 阶 J TUE RRIF, 2 € Dy, 

(iii) 在 某 个 球 Be={ye Ejly — ell < R} 中 ， p 具 有 [7/9] 
阶 的 Lipschitz HERRY Fréchet ! 写 数 ， 并 且 《〈 这 中 的 渐 近 展开 式 
是 (J, p) WR. 

(iv) F’ (2)7! 存在 . 

对 于 1 一 2p, Zp+l,-°°, J, E X BRE 81: Di,pX Dy pyr XereX 
Dj, jp > E” ESA 


J 
SA glen: "a eie) 
j=2p n! 
_ | 
1 | ps F™( z) 十 > + Lape) 
6 met) + OWI) (6.14) 
k= pak 


成 立 . 对 于 jmp pH, 2p —1 定义 gi = 0, 如 果 由 式 
E # AOD -一 | hiz + p> er k 十 gler . .， eir) | 7 
Sn 6.45) 
可 以 逐次 定义 ch Es i= py ptl, yJ 并 且 有 四 
ei€ Djs, 1 = P, p+ 1,- Jo (6.16) 

FEM HB 的 整体 离散 误差 lehen A 具有 到 阶 /的 唯一 的 
渐 近 展开 Sa 

一 A, a(Se 一 “)+ 十 oom), = | (6.17) 
证 明 _ 允 于 上 面 定义 的 Cis BRAK, rr a 


e 194 ， 


F (= + ae) (+ ee) 
-PD hat Beet Base | 
Ki a) Epoo f 


kzen 
EEO ET 
+ Rite, cp， yo , 7 (6.18) 
这 里 当 + > HES > D=o. 按照 假定 (i 和 (6.16), 有 
IR, ep:t, e)l = O(n), (6.19) 


由 于 对 于 充分 大 的 ， USES Br, H (6.14), (6.15), (6.18) 


HEAT TIN OOI) 的 项 外 ) WHS, 由 于 
(6.15) 构造 ei; 即 是 为 了 达到 这 个 目的 ， 这 样 ,我 们 推出 


F 1 O —C f+) 
nÂ, (e+ > ex) = (no ds (6.20) 
由 e, RIEN, F, (Az + en) = 0, 则 从 G) 推出 
J | 
8, = An È D ei) + OCH), (6.21) 


E BAG TRO A, Pa ree eT ll 推出 , 


EXE, BETERA “ANB  .- 7 7 a . 
J a . 
ors i OI), (6.22) 


其 系数 EE En EX. #6 (6.21) 和 (6.22) FR, FRE n, 
到 ， 


A, (é ep) = 0 o(4), 


a 495 « 


& n -> œ 可 推 得 2p = ep, 按 同 样 的 方式 可 递 推 地 得 到 6j = ej, 
j=pt+i,pt+2,- SJ. 

ci 是 由 原始 问题 定义 的 , 它 由 问题 (6.15) 来 确定 ， 离散 化 A 
是 通过 .HN 对 g 的 局 部 误差 陕 象 的 渐 近 展开 式 的 系数 We LES 
E'] 在 (6.15) 中 体现 .对 于 给 定 的 A MS, 验证 定理 6.1 的 假 
定 的 主要 工作 是 验证 局 部 误差 喘 象 的 渐 近 展开 式 的 (J, p) 光滑 
性 和 对 适当 选取 的 集合 Diis 条 件 (6.16) 是 否 成 立 。 上面 的 定理 
具有 构造 的 性 质 , 指 出 了 如 何 去 构 造 渐 近 展开 式 的 系数 ， 
O 例 6.4 继续 研究 例 6.1、 例 6.2. 假 定 (i) 和 (iv) 满足 ,具有 1 
阶 的 相 容 性 。 例 6.2 中 在 Dj 一 CUin[0, 1] 上 给 出 了 具有 阶 7 
的 渐 近 展开 式 的 局 部 误差 映 象 ， 出 现在 假定 〈 进 ) 中 的 导数 为 

e(0) 7 ), 

e) — fy (4, KOO, 
也 


F'C)c 一 (“ 
PAGen -i y (2, on 四 
对 于 j=l Re, Jo a g E a 

.0 


L(y)e -(_2 | t e ARO - lie, 


ears 0\ - 
3 vee ). m > 2, 
_ 


因此 ;我 们 必须 要 求 了 在 G), a6 [0; T] 的 邻 域 中 共有 对 ? 的 
J+ Pesta Se. FAM aR EHE 对 y eote 
ey E DAC 号 出 第 一 个 分 量 ) 


d 1 4 
` 
1 ` 
e d ee "x 一 . E " Pi un 
1 - : . -= 
i ; 和 ‘ae .. 
i, ue . ` 
a ` 


i 
: nk 
gan 1 一 1 = 
+ O(n Y= 之 一 hiy Aj Dy ee 
: pel n naan Loe 


+ O(n 49), 


P ise 4 f 


对 于 eE Dy, = Djar k= 1,2,-° +I, ERAAVBAL. 这 样 
就 验证 了 (J, DARE. 对 于 (6.14) ,其 中 各 项 第 一 列 都 是 零 ， 
由 第 二 列 ， 我 们 得 到 ( 仍 以 gi BARRE gi 的 第 二 列 ) 


J 


> = giler tts ej-1) = SL m! i (2@)) 


1 =2 ft m= 2 
yd 

(See) FO), 

所 以 有 
= 0, 

gales) 一 一 一 > A Cts z(t) )ei; 


esters e) = 一 此 (2, 2(#)) eic 一 一 af, Oe, | 
glen en e) = E PC, sO) Caes +e 


一 F” O, 2) )eie: 一 = FY, zen 


于 是 由 (6.15), 得 到 确定 ei， i= 1, 2,-°°, J poi 
ej(0) = 0, o | 
ej(t)— ts OG = bjt), 16 c0, 1 


其 中 
bj = AO) 
a -q +1)! 
— 5 ApCi-k 一 ners" "" cit). 


入 而 


t 
2 
| 1 fii 1 fy 1 a? i 
ba ~ e TR” + z PU zeis . 


CN 
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ESATA e)a: ci 十 — fy (4, z ej, | 


由 xz€ Dy, Tor ser Dji. 因此 推出 这 些 e; 是 对 问题 
(6.1) 的 Euler 方法 的 整体 离散 误差 的 浙 近 展开 式 的 系数 . 
如 果 A2 对 原始 问题 多 的 局 部 误差 映 象 的 渐 近 展开 式 中 只 


含有 一 AUR, 则 在 整体 误差 的 源 近 展开 式 中 也 具有 这 个 性 


质 。 有 下 面 的 定理 . 
定理 6.2 Ee 6.1 h, BUS A 对 B 的 局 部 误差 联 象 的 


新 近 展 开 式 中 只 合 有 L AB, BU 
iy = 0, 对 ye Dy, i 是 奇数 

则 A 对 D 的 整体 离散 误差 的 渐 近 展开 也 是 E 的 偶 次 震 的 , 即 

者 i 是 奇数 ,有 


证 明 只 要 在 定理 6.1 的 证 明 中 将 对 应 于 奇数 的 与 hj 有 关 
的 项 看 成 零 , 即 可 得 到 定理 的 证 有 明 ， 000 na 


65 REP 6.3 MMI. 类似 于 Euler 方法 ,对 于 p| 2. 
的 6.1 中 的 假定 成 立 . 再 由 例 6.3 中 A, 的 


渐 近 展开 式 只 含有 一 L ORKE. ÉRE 6.2, if LH BRIE eH 


体 离散 误差 仅 含 上 L RAF. 


对 于 单 步 方法 ,Stetter 建立 了 下 面 的 结果 ， 求解 问题 (6. 1) 


的 单 步 法 可 以 写成 形式 
yy = Jy. + h®(t,-15 Ysi» Å), Yo = Zos (6. 23) 


其 中 C y, h) BERS DEARER, 它 由 f(1, y) 和 方法 
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所 确定 , 仅 是 ts Ja h 的 函数 .下面 假 定 增 量 范 数 OCs, y, A) 
对 ? 满足 Lipschitz 条 件 ， 对 y， t, 4 具有 所 需要 的 一 切 可 微 性 和 
连续 性 ,并 且 有 
Pl, y@), 0) = fe, 0) (6.24) 
有 下 面 的 定理 ， : 
定理 6.3 ”如 果 增 量 函数 中 满足 一 
Bi hy +h, Yy, h), —h) = OU, y, h) (6.25) 


则 单 步 方法 《6.23) 的 解 的 整体 离散 化 误差 具有 =l BR 


HALER. | . 

证 明 对 于 (6.1) 的 近似 解 ys 一 0， 1, ,由 (6.25) 扒 
s a 
7 OCs fv» Yrs , =) = TOEN Puts ,人 本 | (6.26) 
(6. 23) 等 价 于 E 


EAEE i = = 一 - L tole, Vos —h) 十 OC, -1> Prais AD, a 
| B (6.27) 
令 y(D 是 (6 的 解 , Reet tn —4, (627 
局 部 离散 误差 满足 / 
TONS 一 He) YGa) -5 OCs, YC) mA) 


+ OC tis, Ytp) A)] 


(rt 

2 2 2 

+ @ (7. 4 y} @ — Ay, h ) =1(3,,—A). 
2 2 


因此 ,与 例 6.3 一 样 ,局 部 离散 误差 按 4 ORE A AY 


+ £99 « 


UCHR. 由 Gear” 中 的 定理 4.2 和 定理 4.3 易 知 定理 6.2 的 条 件 
成 立 ， 从 而 由 定理 6.2 扒 得 所 需要 的 结论 ， | 

应 用 条 件 (6.25) 通常 是 困难 的 , 因为 它 对 8 是 隐 式 的 ， 而 5 
iis ® Wiehe ne MA. 在 许多 应 用 中 ， RFF (6.25) 改 成 下 面 
的 形式 应 用 起 来 可 能 比较 方便 . o 

推论 6.1 如 果 单 步 算 法 (6. 23) 可 以 写成 形式 ) 


一 一 eet = p(t, lois Yrs Vp-is h), E (6.28) 


其 中 由 满足 

Plss 1, 9,0, A) = ol, 5,057, — », (6-29). 

则 定理 6.3 的 结论 成 立 . | 

REF (6.25) 或 条 件 (6.29) 的 直观 推论 是 : 如 果 ys 是 由 ys 

通过 增 量 18( os yi 4) SEY, My. 可 以 由 同一 个 增 量 函 

RO 从 y, 通过 增 量 一 4@(1,,y,, 一 和) 得 到 .这 就 是 方法 所 具有 
的 菜 种 对 称 性 。 它 在 (6.26),(6.27),(6.29 关 中 是 很 明显 的 。- 

” 例 6.6 隐 式 中 点 单 步 方法 | 


ty 十 fp- Yv 十 fr- 
p= ya + (atten, Yo Jo) 
' 2 ” 2,7 
所 对 应 的 p(t,, t 条 一 1 9 Ves V1 h) 为 oe 
Íy tp 2 : 2 一 
pliss t ?一 17 了 ve Vu-ls A) == f(t Yet Yen), 


显然 满足 推论 的 条 件 ， 
梯形 法 


yy = Yz- + A [fli Y») 十 fCtya, Vi) ] 
所 对 应 的 中 为 | 
blr, by—ty Ves Vou-ts h) = > MEN Yy) -+ 太志 -pb Ys) lo 
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§2 Richardson Pe 


在 数值 分 析 的 各 个 领域 中 例如 数值 微分 ， BERS. JER 
根 等 ,经 常会 遇 到 这 样 的 计算 过 程 : 要 计算 的 量 为 和, 而 我 们 只 能 
计算 其 近似 值 5, 其 中 we NCN, N 是 自然 数 沫 合 ， 当 一 oo 
ITs Sn > 如， 这 样 的 过 程 的 收敛 速度 可 能 是 比较 慢 的 。 希望 能 利 
用 得 到 的 * 来 加 速 这 个 极限 过 程 。 Richardson 外 插 方法 就 是 这 
样 一 种 方法 。 它 的 基本 思想 是 将 收敛 的 离散 化 解 5, 看 成 是 的 
函数 , 计算 这 个 函数 的 少量 的 值 65,, 并 利用 这 些 值 构造 一 个 自 变 
量 为 = 的 插值 函数 X(n)， 于 是 原始 问题 的 真 解 Co 的 极限 过 程 由 
BRERA X(n) 在 ”一 oo 处 的 值 来 模拟 。Richardson 称 这 种 过 
程 为 ”对 极限 的 延伸 处 理 ”。 正 是 闻 第 一 个 应 用 这 种 思想 来 提高 近 
似 方 法 得 到 的 结果 的 精度 。 

在 数值 求解 常 微分 方程 初 值 问 题 (6 1) 时 ， 选取 一 个 严格 单 
调 收敛 到 零 的 正 步 长 的 序列 {4。1,ew。 设 用 某 种 给 定 的 数值 方法 
以 加 为 步 长 得 到 的 解 为 zs 则 当 n 一 co 时 ， 在 一 定 的 意义 下 l, 
将 收敛 到 (6.1) AY Co. 1S, 的 整体 离散 化 误差 具有 渐 近 
展开 , 则 在 某 种 意义 下 , 5。 可 表 成 

Ca = Co FA, + Ah? +- + AIh + RCh) = She) 
a : (6 30» 

RI(h,) 一 OG). i 
其 中 系数 Ao, Atte, Ay 与 刀 无关. 由 (6.30) 看 出 , 5 可 形式 
地 看 成 当 h = 0 时 对 应 于 4) A. AAO, RR 
然 的 想法 是 作 ACA) 的 一 个 近似 (如 > REB ACO) 帮 为 & 的 一 
个 估计 。 最 简单 的 是 对 于 N 中 的 二 个 数 m, mw%， 作 线性 插 信 通 数 


1 a 


= 6.31) 
h = hes)s ` 


Ak) =U, + 


BEX AGA) EM, OA = 0,8 FI Se 的 近似 二 
| FUD 


Cahn, Sale, 
bo = 400) = a (6.32) 
TE Richardson 过 程 . HH (6.30) TAI 
E, = Co 十 Ch 

误差 阶 比 be, Mion 均 要 小 。 | 

这 一 节 介 绍 Richardson. AE OTe Ee re R, sco 
上 一 忆 的 记号 ， 

Q 5 是 同 题 (6. 4) 的 解 ， 它 是 E, 空间 中 的 元 。 为 了 形式 地 处 
理 ,我 们 必须 把 计算 得 到 的 有 限 个 “， 归 化 到 其 同 的 空间 中 去 .为 
SE PMN. SBM APR g — {EP FS 
BEJI E we = {Ea Emi As Ass Patnen. TEW Banach 
空间 -和 具有 Al 一 1 RHR A:E — Ê, 如 果 存 在 一 个 无 
BRR NCA’ 和 线 狂 上 映 象 序 列 wE, > Ê, ne Ns, 使 有 ro 
) Dn 一 A 和 lim |z, = 1, » (6.33) 
ay A 称 作 ， AR 可 归 化 的 ， 并 称 ， Xn ,是 对 应 的 归 化 映 象 

例 6.7 考虑 例 6I 

a) ,考虑 任意 图 定 的 有 理 数 im Te lo, 4, 并 取 有 一 ='R, 


Ay = y(i), yE E, TENT N = iglieN) 和 n mma = m (£), 
ha E En, nE N, A 是 A 可 归 化 的 . 

b) 取 某 个 固定 的 #€ NN. 和 .££ Ep, Â = As, WR 
GM N =-{in|i€ N}, | | : 
ARA TIER, ‘ttn 是 Gn ERARE Ga 十 的 限制 ， nen, | 

mE Me FEO PURER ， staal OCA ABRAR 
有 到 附子 的 新 这 展开 去 


J -$ 
en = An | tei] EOT), (n> 00), (6.34) 
四 jap% - . ~ 
于 是 由 定义 6.3 和 (6.33), 有 : 2 


Tabn = Az my a sy ~ éj 十 T tD), nen, (6.35} 
t | i=p 0 


RAR A hone NOHO OAL «te Ê 的 序列 {anletnes 
EMEA i 中 共有 渐 近 展开 。 注 意 , 对 于 Richardson 外 揪 需 要 
的 是 渐 近 展开 (6.35) ,而 不 是 展开 式 (6.34). BFA (6.34) 仅 是 
展开 式 (6.35) 的 存在 性 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 ， 于 是 可 以 
提出 下 面 的 定义 . 

定义 6.9 ”如果 应 用 到 B 的 离散 化 方法 A 是 A 可 归 化 的 ， 
并 且 A 得 到 的 解 序列 满足 


nbn = Âz 十 > 1 ĉi 十 O(ns*), n€N, (6.36) 


其 中 pep jeppe J Bn BX, WR OW BW 
整体 奖 散 误差 具有 A 归 化 的 到 阶 J OL RST. 
对 于 某 个 域 T 和 空间 X, 令 C ‘CU +X), rEN, 芷 一 族 由 
I 到 和 的 函数 ,使 得 给 定 离散 点 n el 和 XxX， EX, e=0, 1, 
r aCe — POM Lec, BA ” : 
Kn) 一 Mo OHO lsr, (6.37) 
这 样 的 函数 族 的 序列 {Crhren BEHI si CARES. 
多 项 式 集合 构成 由 R 到 RR FSH REI 在 这 种 情形 , K C, 
是 次 数 不 超 过 + 的 多 项 式 类 ， 
fee (EPRI K C 称 作 是 线性 的 ， WREN C, 均 是 线性 空间 ， 看 
财 称 它 是 非 线性 的 .，、… - 
现在 考虑 Z 的 离散 化 方法 .47 假设 它 是 A 可 归 化 的 ， 并 
EM B 的 离散 误差 具有 一 个 到 JE RA E AGE FB R 
i. 36). 再 假定 有 一 -个 由 到 到 WEBB c, ec 中 的 所 有 
前 数 在 无 穷 远 处 具有 有 限 的 极限 . RAI T AEE A 
{CPA HINT Ca. no EN, p= 0, 1-0, r, AIG me bs EB 
确定 唯一 的 函数 XC. HA 
X(n,) = ta bn, P= 9, lytte, r 
Richardson 外 播 或 外 揪 到 极限 ”是 去 确定 极限 值 
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X(00) = limX(#) Ck, 


并 且 将 其 作 过 A。 MEWE. 这 是 这 一 节 开始 所 擅 述 的 过 程 的 
ARE. 

为 了 上 述 过 程 对 于 满足 (6.36) 的 什 rt ,是 合理 的 ， 我 们 必 
应 用 一 个 播 全 函数 奖 C， 使 得 它 以 A RAK RA 


© aay 


图 6,1 Richardson Fh . 


与 (6.36) 同样 的 结构 对 每 人 Xe C, 有 形式 
X(n) = to + >4 | + O(n"), Loy Tj é x. 


并 且 如 果 (6.36) 只 ve KRKE. 则 ze C OAR 0 HO 
wO 

。 Thn eÑ 表 示 任意 的 但 固定 的 mobs, 的 值 .由 (6.36), 

i a 
Te =z + Siar BoD (6:38) 


| j= =? ne 
其 中 和 i 分 别 表示 Az fil å, 当 w 一 00 It, R; (n)= =O), 
- ATRE (6. 38) 的 ， HHA npa >n; 的 给 定 的 序列 {73}, 
p= 0,15 > AH (0, HBR AE OH C= {Ch 
RIB, KEG 表示 有 ee 
xi 9-7 Ti pmi ey tr 


Wo 


的 函数 、 当 + ANR 
' 20¢ 


f T= 000), 
我 们 得 到 外 播 表 


T 
Ti 
To s ° + 
oo Te 
pot : 
Ts 


在 线性 外 插 的 情形 , 即 每 个 C, 均 是 线性 空间 , TLE T?, p= 
fr， 1 十 1 5 十 7 an 
=>) YaTT, (6.39) 


其 中 系数 vi TRER CREA {n}, 对 于 这 种 情形 可 
以 得 到 下 面 的 定理 
定理 6.4 BE lim7? 一 3, 如果 对 所 有 M r, ri 满足 


: > I, |: 6.40) 
于是 对 每 个 固定 的 + > 0, 有 


mT; = 2, | oe (6.41) 
另外 ,如 果 对 所 有 的 i 和 * 一 致 地 有 
> Imp | Se <0, ce RREN, 7 (6.42) 

是 对 每 个 国定 的 和 国定 的 p > i, A 


lim Yo = 0., (6.43) 
则 对 每 个 固定 的 ?之 0,8 | 
| limTi=2, (6.44) 


证 明 (6.41) 立即 由 (6.39) 和 (6.40) FE. 极限 (6.44) 由 
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Steinhaus-Toe plitz ce HES (ie 泛 函 分 析 讲义 ， 第 二 H, 
ppl59—160), 

例 6.8 CCE RAR. RESTAN | Lagrange 表达 
式 , 有 O 


l 
+r 一 一 一 itr 1 
。 : ‘” 
yi, = ii 六 一 | ， (6.45) 
pis: p nae pip 一 一 一 
n o po no 


在 这 种 情形 , 条 件 (6 42),(6.43) 成 立 的 必要 充分 条 件 是 存在 0> 
0, 使 对 所 有 PEN Ax ae 


oe 
~ 


Roti 


> 1+ 5 
ETAR: Mr. RDE Ti H 2 ABER. 


定理 6.3 ST) RARR ptr SIRTA (6. 38), 并 县 
p>! 的 值 已 知 ， 如 果 C 取 成 为 具有 性 质 


o RO) ae PMO) =O os (6.46) 
的 多 项 式 类 , 则 OO 
一 
Ti =z + (= Th >) Ke Mise, Nar epee 
ni. itr P=; 1 | | 
i+r i a eo 
十 pa TipRoielty)s (6.47) 


stop Ko 是 关于 它 的 > +1 个 变量 的 阶 为 零 的 齐 性 函数 ( 即 它 仅 
依赖 于 它 们 的 比值 )， 
HB Ki = (一 1) 52, EX. 所 以 对 于 p 一 1， 有 


| T = 7 十 (1) (If 2 et + 5 Yi R (n,). (6 48) 


p= i g 


证明” 由 假定 ,从 (6.38), 3% J=p+r 时 有 


1 
To = E 十 5 Zr Falt nbtr Epir 十 Rorre ). (6.49) 


HH EMA ROER HEHE I, RAT ODL HI A. 据 假 设 (6.46), 
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C pyri 中 的 多 项 式 有 形状 T i 
X(x) = co + cox? eee + Copr peP tL (6.50) 


(6.49) HS —/MEM DAES 项 式 (6.50) 在 * = 二 处 的 值 ， 


p= 二 1,1 十 1,.…,i 十 +r， 所 以 co = By cj 一 可 =P pHi, ， 
如 十 了 一 工 IN X(0) = 2, | 


对 于 项 Se Shas 的 插值 必须 导 找 形式 为 (6.50) 的 多 项 式 ， 
使 得 有 


X(xo) = xO x = + p= 1 ， 1 +- I, see, f ar rao | 
Mp | ` f | 
这 就 导出 线性 方程 组 
Cp 
x? eee ptr 1 yi tr 
== A 
a Cpir—i | 

rs e.. xi ' 1l | BAA > 
4 La, a gg. Ea ve l = 


hy FA Cramer 法 则 ,将 X(0) = eco ， 表 成 二 个 行列 式 之 商 ， 将 分 母 
的 行列 式 按 它 的 最 后 一 IER, 并 应 用 Vandermonde 行列 式 展开 
的 公式 ,给 出 


eii _ 
-|- it's 15 (or Tl ere 
Xir Psi Xod pæ; EN XQ / prnei X — Tor 
| PIP a 
i +r} o; . | 
(at nitr . JT mo [Ke (ni, r" niar) lt, (6.51) 
Pago | 


其 中 Kp, (ni, " "9 Piar) 为 
r+r x.: 六 一 上 
Kr Anis nitip ° 3 5 Nise) - 1 (2) 
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j+r -l ot, 7 .| r 
IT eal | (6.52) 
psi Ya, T Xa os oe 
prep 
Ko, 的 零 阶 齐 次 性 是 显然 的 。 
对 于 p= 1A . | 
. | . : 1 -1 ~ | 
itr 了 二 了 7 S ge i 
Ky = D1 I] | al -[c CD > Ye | =e 
i 7 Pej Psi i Te aA | Pmt | 加 
pp 一 | 
no Bo 
(6.53) 
Ee 


注意 ， 只 当 估计 式 (6. 38) 成 立时 ， 估计 (6. 47) 和 (6 48) 成 
M. AJN, WR T; p PJE (6.42), 则 对 于 (6.47) 的 右边 的 第 三 项 
有 估计 式 


i+r 


之 Rosao| 


推论 6.2 在 定理 6.5 的 条 件 下 ， 如 果 渐 近 展开 式 (6.38) 是 
an” BR, p= 2 和 C 是 偶 多 项 式 类 、 于 是 


E i+r . i +r | 
一 PET YY- í 
Tim t (—1) (I 4) arat D Pi Realno), 


S A max |Ro.-(a,) l. (6.54) 
Pei eid lyst tr | 


= np 


(6.55) 
其 中 7i 是 (6.39) 式 中 用 偶 多 项 式 插值 的 系数 。 
证 明 ”在 定理 6.5 PR p= 2,36 n 代替 n, 即 可 . 
通常 a 取 成 基本 参数 六 的 倍数 .下 面 的 推论 给 出 一 co 时 
T; z 的 近似 程度 . - 
推论 6.3 ”在 定理 6.5 的 条 件 下 ,如 果 
np = Emn, p= 90, 1,> “+, T, bo 国定 
和 如 果 对 应 的 7°, 对 ae N 一 致 地 满足 (6.42), 则 有 
l T? =z + O(a PY ), n> ©, . | 
如 果 在 推论 6.2 的 情形 , 即 T? BT BRR n HERE, FEA 


T° == z 4- O(n“ ane 3 —> co ， 
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EH 这 个 推论 由 估计 式 (6.47),06.55) AI a 
Rosny OU er) 
推 得 . | 

如 果 渐 近 展开 武 (6.38》 HARAR, H 当 j 增 大 时 ， 
si 是 一 致 有 界 的 ， 以 及 对 所 用 的 特殊 序列 {n}, Ke, 也 是 一 致 有 
RHF 一 “这 是 平凡 请 中 的 ) ,站 CAT) ee 
Sem AOR MARR A | 


在 多 项 式 外 插 的 情形 中 ， THs NTE RN NGO 
是 特别 简单 的 mo | 


O PL, RE p 一 2 AMAR (6.38) 是 re 


7 Ey wag). ERWE C NEA MRI, RAAP 


和 有 的 人 多 项 式 组 成 这 时 着 re p 一 =d, 已 计算 好 ， nin 
ER , el, ees oo 


(Tm TH + TE Tha). 656). 

co kT _ 1 -o pet | fe HR 

oP gk “we Ss ee ee E 

TTEN ap es OR "| OE 
(bh). Eo Np = bine, b> nale 568 , 


7 re = TES + pi 一 p TR Ths A657) 


Laks Te REA c. 38) ea: Ce © 


r=:+5( J EO eme sr 


FEL 


aoi’, Jd 


CHAN 


的 情形 这 时 0< A, <h < Sie < 是 已 知 的 数 ， Be, 
不 一 定 是 整数 。 递 推 地 应 用 


Tf TH + ps (TEH e Ta) (6.58) 


be, 一 Y 


4 人 分“ 


得 到 T, AIK = DT 
RS -g + O(a ) (6.59) 


§ 3 - TRR REAME 、 
= A a BN a8 
HS 5 1, , ERROR 66: D) A SLAC HI Ye A 
AERA 

一 DOR h): = y(t,) 十 AG) ie + LG.) e+ - =- (6.60) 
其 中 “Mo. Aas GE RRR. APR RF Bete 2 AEE 
本 身 , BF Bio Dalitquist 45 RRR STE F 
精度 阶 最 高 ,并 且 误 差 常 数 最 小 的 4 稳定 方法 .由 这 两 省 妊 南 ,做 

用 梯形 其 作为 Richardson ETSE T SUEDE GEN. . 
利用 梯形 法 进行 Richardson 外 插 可 以 有 二 HER. 一 种 方式 
称 作 整体 外 插 ;“ 鞭 计 算 过 程 可 以 这 料 羔 描述 .| 设 求 解 的 区 ae 
[0, 1], 选 害 一 个 基本 步 长 h (一 般 h 能 等 分 区 | 1), 先 用 梯形 法 


以 步 长 从 0 计算 到 1 eae KS 从 0 计算 到 1 (iy 


ABU EM K SA, 重复 地 M5 计算 到 1. 要 
据 上 面 的 计算 结果 , 在 所 需要 的 相同 的 格 点 上 进行 Richardson 外 
插 , 得 到 更 精确 的 值 ， 这 种 计算 过 程 显 然 能 保持 方法 的 4 和 萎 定 楼 5 
这 是 因为 在 使 用 梯形 法 进行 计算 上 时， 计算 过 程 是 4 稳定 侈 ;而 
Réctiardson 外 报 得 到 的 信 在 后 面 的 计算 申 未 被 利用 。 因此 
Richardson 外 插 中 的 误差 是 不 会 传递 到 下 面 的 量 ) 而 梯形 法 计算 
的 误差 也 不 会 通过 Richardson ete BE HE AE Gabi 


不 影 啊 稳 完 狂 j ouo aan i Z blow 
| 另外 一 和 合用 方式 和 人 局 外， air : 先 
用 梯形 法 以 HM BEA, A 生生 从 0 家 分 


oe ee x I 
(6.1), 得 到 : 一 h hi 的 数值 解 ys, a me" y(u, 
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yho (o 97 引 表示 用 步 长 坟 算 得 的 数值 种 :利用 这 些 值 


行 Richardson 外 插 得 到 精度 阶 更 高 的 值 ， 记 这 个 值 yk. Fa xi HE 
Al t= hk 点 上 的 初 值 重 复 上 面 的 过 程 ,可 得 到 t= 2h 时 的 值 y3. 这 
祥 往 前 推进 直到 ! 一 1 为止. : 
aha NT A LEU 
的 步 长 在 整个 区 间 上 分 别 积分 完成 后 ,和 进行 Richardson Shah, 而 
局 部 处 揪 是 每 由 前 推进 一 个 基 念 抄 长 5。 立即 进行 Richardson 外 
播 ;利用 这 个 外 揪 信 作为 下 一 步 的 初 值 再 向 前 推进 。. 
从 直观 上 讲 ,似乎 局 部 外 插 比 整体 外 插 要 精确 ， $6 5 实际 的 数 
值 试验 也 证 明了 这 一 点 。 但 是 局 部 外 播 的 误差 会 传递 下 去 ， 使 得 
整个 计算 过 程 失去 梯形 法 所 具有 的 4 稳定 性 . 这 一 点 可 以 这 样 来 
证 明 : SPE EE ADEE RARE SN 
， 一 47， 
项 由 f= nh 点 计算 i= (a 1s ULAR RE CUA, 工 表 的 第 一 
BREA yee ke Se 
i ri _ aes Biel ， 为， G =o 1 |> Soi > | en 
其 中 jn 20 — SO E 的 veoh). iE, IAS 步 
的 积分 初 值 . 由 递 推 基 系 式 《6.57)， 7 7 表 的 其 它 列 按 关系 式 : 


F 。 LA Raetrest 
ree rete CA Cri reg, d= 012 7 
car ETE ceo Tr a 
ath T r wen AiR OES, Sa 


Tp ; 5 eiat MLS wii 


, 7 ft + 4- | 
E AEA to RR ep are 


其 中 系数 i 满足 谴 推 关 系 式 


4'Ci_1i— py COME AD Dooi L: 7 
Ci,i-k T 4f 一 i r, ; > Chad = Ci rte = 0, Foxe. l 


i, aer (6.61) C663), BH 
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ro bb -1 “ 1 -e ™ 7 . r 1 S 4 r 

. - . -4 1 . . oe ` 1 

i -i Te E" d : l pao" 
mn L ` ` . = ' ' ` ! . 
4, “=, LJ r ' r e. . ~ TH on. ， 


` r - 
. . . “ r a 4 了 
4 R o -k k, 
4 . d i 


上 2 


ay fgetetiqaete ‘n 
dL? a yg, | (6.64) 


H 1 一 h120 a 
HRANI T? 作为 Yat Yair 有 RR wee i o 
> a oe an Vast = BOs a, iy py 站 z i (6.65) 
Cea SS = rs tee | 4 najjor pk 四 
m Eho lai, p) = Z Si Learn < (6.60) 
BCS EOY 也 就 是 递 扒 式 (6. 65) 的 特征 根 ， 由 ERIE ON 
HNEWREER: 。 — 
ee, er 0 BRE BART 表 的 第 三 列 第 一 个 
索 : 得 - 7 
PH Pra ATA te FT re, p14 L | f a z 7 ] i 加 
a a DE ty ial “paige oe 


一 96 一 18(h1)? — 5(AA)’ (667) 
1) + 30(42)? = 一 BCH i 


WTS AL, ARIE, RA |, A, 1, 0)| <1 EBS 
$135.86 <hd.< 0 和 1,856<har < l. LA 因此 ;对 于 Lal, p= 
0 局 部 外 插 过 程 就 失去 了 梯形 法 的 4 age. 下 ts 67) 还 容易 在 
出 ， Hha oo RCT _ | 


“ime, a, 1 10—4, 


j ire 


i 
Thy phe 


| 


由 上 面 的 特例 ,5 可 以 作 下 年 的 推理 ， 对 应 寺 其 它 的 ; 和 p 值 的 局 部 
REM BLA EE 4 稳定 的 。17] 对 几 个 i Me 夯 出 了 局 部 外 
插 的 稳定 区 域 , ETIA EH [7] 中 的 稳定 区 域 可 以 
看 出 ;) 对 于 中 等 程度 刚 姓 比 的 间 题 (6.1)。 梯 形 法 的 局 部 外 医 公式 
是 可 以 用 的 ,并 且 计算 精度 比 整体 外 插 要 稍 高 一 点 . 

由 上 面 的 讨论 可 以 看 到 , 为 了 应 用 Richardson’ FMEA EVR 
持 4 稳定 性 ,就 必须 采用 整体 外 插 . | 

"FFA BIE: Bt We AIMS oe FT DLS RTT. 

1. PRPA K 2h 0 ROR WR Ro el 


42124 


4, 7 We EB fae 


(6.1), 将 得 到 的 结果 记 成 Ton, n = “hs a -o+) WIR bn ee 


ARTE RA mh wB. : 
2, 从 0 到 终端 分 别 以 步 长 ho = 1/2, p= 1,2,-.…, + FR 


形 法 积分 常 微分 方程 初 值 问题 (6.1), 并 将 对 应 于 格 点 = nh E 


的 结果 记 成 Ts, 5 一 1,2,-…，p 一 1, 2,… ,r+。 于 是 对 应 于 
每 个 格 点 1, 一 nh, 构造 了 T 表 的 第 一 列 . 
3. 对 每 一 个 ta = nh, 一 1,2,…:, 根据 由 1，2. 构成 的 7 


表 的 第 一 列 , 按 次 序 (省 略 足 标 +) 


Te 
T? +i > Te 


F: RAR (6.62) 进行 外 插 ， 构成 T 表 的 其 余 诺 列 ， HeRR 
烈 的 相 邻 元 素 7? 和 TLU, 或 者 比较 了 工 表 上 的 主 对 角 线 上 的 相依 


TGR TIM Ti, 舌 它 们 之 间 的 差 小 于 预 给 的 精度 二 MIER, 
并 将 得 到 的 值 记 为 ys ,作为 精确 解 y(a) 的 近似 值 . 
4. 如 果 对 某 个 n, T RAEN 角 线 上 最 后 相 邻 几 个 元 按 预 给 
的 精度 相差 太 大 ， QMS +r 一 + 十 1, HATAR r 十 1 行 ,再 进 
行 比较 . 这 种 过 程 重复 进行 ,直到 满足 精度 为 止 、 | | 
在 实际 计算 时 , 为 了 节省 计算 机 的 贮存 量 , 可 以 不 必 象 上 中 
所 说 的 将 所 有 的 二 的 了 表 计 算 好 再 进行 外 播 , 而 可 以 在 点 ta 处 进 


行 外 播 后 ,再 用 各 个 步 长 的 相应 值 作为 初 值 计 算 下 一 个 点 sa 的 


T 表 ,进行 外 插 ， 
为 了 保证 数值 积分 结果 具有 渐 近 展开 式 (6 60), 在 每 一 步 必 
BREE 
E Yen T a Ete, ys;) 十 fCteass ys+1) ) i (6. 68) 


是 精确 的 . ee (6.60) 中 的 截 


断 误差 .特别 由 于 (6.68) 是 隐 式 的 , 这 就 要 求 精确 地 求解 非 线性 
方程 组 。 通 常 采 用 Newton 方法 ， 若 将 上 步 的 y, 作为 迭代 的 初 


E, 或 者 将 前 几 个 格 点 上 的 ye 进行 外 揪 得 到 yu. 的 初 值 , 在 很 
少 几 次 迭代 后 就 可 达到 所 需要 的 糖度 。 
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”虽然 梯形 法 是 4 稳定 的 , 但 由 于 当 太一 一 co 时 ,其 特征 值 
| , LEM, a 7 

Ym AR/2 00 *« 
梯形 法 不 是 刚性 4 稳定 的 。 对 应 于 大 的 负 特 征 值 的 解 分 量 , 若 它 
们 在 计算 开始 时 不 是 小 到 可 忽略 时 ， 由 梯形 法 积分 得 到 的 这 些 分 
县 的 近似 值 具有 衰减 很 慢 随 步 数 振荡 的 性 质 ， 使 得 总 的 数值 解 在 
计算 开始 时 是 不 精确 的 。 这 表示 如 果 步 长 选 得 不 很 小 ， 即使 梯形 
法 是 4 稳定 的 ,计算 结果 也 是 不 精确 的 .这 种 性 质 将 影响 Richard- 
son 外 插 的 精度 。 沪 了 克服 这 个 缺点 ， 一 种 方法 是 在 对 应 于 大 的 
特征 值 的 分 量 未 冲 减 到 可 忽略 的 程度 时 ， 采 用 小 步 长 进行 数值 积 
分 。 只 要 这 些 分 量 衰减 到 可 忽略 的 程度 ， 即 达 到 解 的 非 风 性 部 分 
精度 的 允许 范围 之 内 ， 由 于 4 稳定 性 ， 可 以 选用 大 的 步 长 进行 积 
分 。 这 时 方法 的 以 稳定 性 将 能 保持 这 些 刚性 分 量 在 数值 误差 的 多 
许 范 读 内 ,从 而 保持 整个 解 的 精度 
”另外 一 种 克服 这 种 数值 振荡 的 方法 是 在 计算 的 最 初 岂 步 应 用 
RUF Milne 和 Reyaolds [86], [87] 中 使 用 的 平滑 过 程 。 这 里 
的 平滑 表示 如 果 已 经 计算 出 Vets Va 和 Yer A ne 
i = (Yea H Pyk H yan) /A (6.69) 


KIUR no ALE N TFAA 百 面 计算 的 起 始 值 当 问 题 的 暂 态 部 
分 具有 很 蝇 的 非 线性 时 ， 这 种 方法 可 能 是 特别 有 效 的 PIA 
1. 一 个 步 长 ， 平滑 一 RARER 
对 于 问题 《6.1) 用 步 长 4 进行 积分 3 AERE. an he 处 进行 
平滑 ,其 中 ho 固定 ;ho = Ph, P EER. 对 于 s= o, 1,2, 
p ,由 
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. ， Pe 
| mm mi a a. LN 


Ysy T Y = A (Flt, Ys) 十 Isat, Veu1)) (6.70) 


求 出 yx 计算 
Je = (yea + 2ye + yeas) /4, (6.71) 
并 用 它 来 代替 ye, 即 对 yp RA Je 的 值 . 接着 , 对 s= p, p++ 
1,…… 继续 用 公式 (6.70) 解 出 yt。 这 样 求 得 的 Yrs you 与 由 
(6.70) 求 得 的 不 平滑 值 将 是 不 同 的 . 
2. 一 个 步 长 ,平滑 吉 次 的 算法 | 
类 似 于 1, 用 步 长 积分 ,并 要 求 在 点 uho, w= 1, 2 …， m 
处 平滑 ,其 中 Ay 固定 , = Ph, p 是 整数 . 对 :二 0, 1,.…, P, 
由 《6.70) 求 得 Jais 由 (6.71) 算出 9r, HAERE fr. REH 
(6.70) 对 二 P,P 十 1,.…*, 2p 计算 ”+ 再 算出 
pp = rea + 2y2p 十 yzp+41)/4， (6.72) 
HAERE yo, 继续 上 面 的 过 程 , 直到 计算 出 Inrs 并 用 Ime 代 
EF yz。 继续 用 《6.70) 将 问题 积分 到 终点 . 
3. 4 个 步 长 ;平滑 mm 次 的 算法 
类 似 于 1, 但 使 用 4 个 步 长 ho, 加 /2,…, W2, HEMA 
A t= ph 如 ，pk 一 1,2,…,m 处 进行 平 消 ， 对 于 每 个 步 长 4, 用 
2 中 的 算法 计算 ， 将 得 到 的 解 记 为 90,4). 下 面 我 们 将 证 明 
40,4) MRANA k WBE REFA, BA 


yt, A) = I + DI AG + OH), (6.73) 


利用 这 个 展开 式 , 在 :二 pho 的 每 个 点 上 , 令 Ti = yz, ho/2°), 
则 由 递 推 式 (6.62) 构成 了 表 , 得 到 解 的 更 精确 的 近似 值 . 

为 了 证 明 公 式 (6.73), 我 们 首先 指出 在 本 章 $1 中 实际 上 已 证 
明 的 定理 ( 见 例 6.3 和 定理 6.2). 

定理 6.6 设 初 值 间 题 

y = fy), YO) = m 

WARA fC, y) Æ ty y 的 乘积 空间 中 的 某 个 区 域 中 是 2M 次 
连续 可 微 的 ,如 果 用 梯形 法 求解 这 个 问题 ,并且 假设 其 起 始 值 可 表 
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y= m H >" qh? + OU), (6.74) 
将 计算 结 AP ICRP I (nanan 则 有 渐 近 展开 式 
= y(t,) 十 > Cy (4, ) h?” 十 OM) (6.75) 


其 中 = kh, co) 是 1 的 2M 十 1 一 22 次 连续 可 微 的 函数 . 
利用 这 个 定理 ,可 以 证 明 展开 式 (6.73) 是 成 立 的 。 
定理 6.7 如 果 f(1,y) 对 t,y 是 2M 十 1 次 连续 可 微 的 ， 
则 利用 2 中 定义 的 算法 ,而 得 到 的 解 对 4 具有 渐 近 展开 式 (6.73). 
TEA EK [0, 如 十 四 上 以 步 长 4 用 梯形 法 求解 ,其 起 
始 值 为 yo, 用 y(z) 表示 精确 解 ， 用 y, h) 表示 用 步 长 4 得 到 
的 解 . 由 定理 6.6， 对 所 有 的 v,e qe 一 0, 则 在 这 个 区 间 中 我 们 有 
EFA 


yh) = yl) + Sele + OU), (676) 


其 中 yee C2M+2 | c(t) € CIM tae 


SAY (6.71) 表示 
IC ho, A) = 了 — hÅ, A) + 2y(ho, A) 
y(ho + h, h)]/4, (6.77) 
按 (6.76) ,得 到 


9(ho, h) = rat (ty — h) + +> ch — A + OPE) 
2 |y (ho) + S> c, (ha) A? + O Tip) 


+ y Cho +A) + S> co Ch + AJKO CMH) L, (6.78) 


由 于 y@), 和 c(t) 的 可 微 性 ,可 以 将 〈6.78) 的 右边 项 在 后 t= 
hy HER Taylor RIOZE J. A (6.78) ZPR 
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Dlho, AY = ylh) + Y| gh) + OMY. (6.79) 
现在 接着 用 梯形 法 求 微分 方程 在 区 间 Lho, 240 +A) 上 的 
解 ， 而 在 点 上 一 h 上 的 起 始 值 ho) 用 计算 得 到 的 量 Io, A) 
代替 。 由 定理 6.6 和 (6.79), 在 这 区 间 上 计算 得 到 的 解 将 具有 仅 
含 步 长 4 的 偶 次 知 的 渐 近 展开 式 。 类 似 地 , 将 上 述 的 讨论 继续 推 
广 到 整个 积分 区 间 , 定 理 证 毕 ， 
下 面 讨论 平滑 过 程 对 积分 刚性 方程 的 效果 . 将 2 中 讨论 的 算 
法 应 用 到 初 值 问 题 
y = Ay Y= y(0) 一 1，Rel <0, = (6.80) 
用 梯形 法 以 步 长 & 积 分 ,得 到 
= l + ha/2. {= it al . 
1 — 44/2 1 — 41/2 
ARITE tp = ph WAER, MA 
= [yp + 2yp + par) /4 
mi + maf f 49 1+ 42/2 4 (it re 


1—hi/2 ~1—Aa/2 i — ha/2 
_ E + hala]? 1 , 
1—ha/2] (1 — ha} ” 
AE fp, pain? t" 5 fprtm-i ARIJ HIT EE ,得 到 
ye = |! 十 maar 1 y, 
HT Saa aaa” 
dp _ 上 十 malay 1 y 
me Lp afd a hazy" 


一 般 我 们 可 以 推 得 下 面 的 公式 。 右 按 2 中 的 算法 , Æ n= nh 处 
和 在 它 前 面 的 把 上 共 进 行 m 次 平滑 , 则 有 


1 + hj2 1 
= | 一 一 一 6.81 
f Zma O haa °° (6.81) 


由 (6.81) 看 出 , 当 h2 SAM, Be Re. "E As 
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梯形 法 求解 方程 (6.80) ,所 引起 的 数值 振荡 很 快 地 衰减 下 来 。 
关于 平滑 过 程 的 误差 分 析 ,[73] 引进 了 误差 函数 
an 1+ 4a/2)|""™ 1 
m(n, — ha /2) = eb — E ar (1 — 42/2)?" 
它 是 步 数 ,平滑 数 w 和 一 h4/2 HRM. [73] 对 这 个 函数 进行 
了 比较 详细 的 讨论 。 从 讨论 的 结果 看 出 ,如 果 | 一 入 /2| 很 大 , 则 
平滑 的 次 数 您 多 ,误差 愈 小 。 而 对 于 | 一 入 4/21| <1 的 分 量 , 当 平 
滑 次 数 大 ,而 步 数 = 较 小 时 ,误差 将 变 大 , 当 ”w 增 大 时 ,误差 将 与 不 
平滑 时 相似 。 当 24/2 为 实数 时 还 将 稍 有 改进 。 根据 这 种 定性 的 
性 质 可 以 看 出 ,对 于 刚性 方程 组 , 仅 在 大 的 刚性 分 量 出 现 暂 态 时 使 
用 平滑 过 程 比 较 合 适 。 在 出 现 暂 态 时 , 可 立即 使 用 若干 步 平滑 过 
程 , 然后 用 一 般 的 梯形 法 进行 计算 。 这 样 一 方面 可 以 使 方法 引起 
的 数值 振荡 迅速 衰减 , 另 一 方面 又 不 影响 非 刚性 分 量 的 精度 ， 


$5 用 内 插 苇 求 中间 点 上 高 精度 近似 值 


用 $2 中 描述 的 Richardson 外 插 方 法 求解 常 微分 方程 初 值 问 
题 时 ,首先 选 定 一 个 基本 步 长 ho, 分 别 用 Ags hof 2, er: hof 2’ 作为 
步 长 进行 数值 积分 . 然后 在 以 A 为 间隔 的 格 点 上 进行 外 播 , 求 出 
这 些 格 点 上 解 的 更 精确 的 近似 值 . 但 是 若 需 要 在 这 些 格 点 的 中 间 
点 上 的 值 , 按 常规 需要 将 如 缩小 ， 从 而 加 大 计算 量 。LindbergD4 
根据 Dahlquist 的 思想 推导 一 个 算法 ， 利 用 内 插 法 得 到 中 间 点 上 
精度 高 的 近似 值 ， 

设 用 某 种 数值 方法 以 步 长 4 求解 初 值 间 题 (6.1) 得 到 的 数值 
RA ya, 4), HH y(1,%) 具有 渐 近 展开 式 


y(t, h) = y(t) + D>) cA + OCA?) (6.82) 


其 中 oO 是 定义 在 : > 0 上 的 充分 光滑 的 函数 ，? 是 固定 的 正 
整数 ,通常 为 1 或 2 . 为 方便 起 见 , 假 定 (6.1) 中 的 右 函数 IC, y) 
是 无 限 可 微 的 。 
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选 定 基本 步 长 ho, 令 h, = h2. 定义 格 点 集 G, = {111= 
th, = 0, 1,2, 25, := 0,1,..…,4. SA = ha 和 volt, hi) 
= y(t, k), È (6.57) 类 似 的 推导 , 取 

Op = 1/ (2 — 1), (6.83) 
HAER 
Y(t, h) = Yg, A) + Opal yinli, h) 一 Yzal, 2h)] (6.84) 
作 外 播 ; 有 估计 式 
Yalt, h) 一 y(t) = OC ATP), (6.85) 
由 (6.82) 推 得 9, (1,4) 具有 渐 近 展开 式 


y(t, D+ Ke 十 OCU), (6.86) 
| vak+1 | 
其 中 
T 27? — 2°P 
Ky H nT 
Yalt, 4) 是 定义 在 格 点 集 Gaa 上 的 ， 特别, ros, A) ERRE 
G 上 的 .我 们 的 目的 是 想 在 点 集 Gs 上 确定 一 个 水 数 10), EA 


{ait 


Ialt) = yle) + OCR), 
这 里 及 下 面 假定 ISN. 
由 (6.86), 对 于 ee Go, 得 到 


N 
O Yalt, h) — Yralts A) = D) Kayes(e) a’? 


v=q+1 


N 
一 >> Kvcslt)h’? + O (ANT? ) 


yp xk 


好 
z= — >` Ki_1 vcr(t) hr 


如 一 大 


、 o 
+ 之 (Kas — Ky) est + O (ANF) 


ve4+l1 
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= 一 >> Kiiveo AP + OCA) (6.87) 
在 区 间 i = [0， hl 上 定义 函数 
ZG) = 一 > Kr- GA, k= qg, 9 一 IT，1. 
Eas (6.88) 


HH (6.85),(6.87),(6.88) ,对 于 :€ G6, 有 
yaalt, A) 十 zrat) = yalt, A) + OCA?) 
== y(t) + O(h), (6.89) 
由 此 ,为 确定 aQ), 只 要 能 确定 z,-1(¢) 的 近似 4,1), 然后 由 
EK yal ts h) 来 构造 Joe), Bt zE Gak F | 
Jat) = y(t, h) + 4,40), (6.90) 
在 Go 上 , 令 91) = yalt, h), PA WOOF G 上 , 即 在 工 的 二 
个 点 my om EROAN. wid, A) 在 G E, 即 在 7 的 三 个 点 
oo 0 FORA. FRE Gi §, FR (6.89), (6.90), Æ 
$q_1(a;) = Jala) — yaala, A), (6.91) 
则 有 | 
zala) = Jala) 一 ¥q-1( a; , h) + OCA?) 
== $7_,(a;) + OCAT), i= 1,2, (6.92) 
用 线性 内 播 来 构造 240) 


$q-1( a) == Sa_1(01) 十 ~ 
1 


WAM 2= 1, 2 认为 有 $q_,(a;) =2z4(a;), ni 24a (a) — zal) 
将 等 于 内 插 的 绝对 误差 。 内 揪 的 相对 误差 为 O), M zQ) 
和 它 的 导数 的 量 级 为 0(49?). 因 此 ,内 插 的 绝对 误差 是 OCA? ™), 
由 《6.92), 我 们 得 到 
$q-1(a,) = zai(0) + O(h*), (6.94) 
其 中 Ba = min{(q + 1)p, p94 + 2}, Bf 
ps = | q+1 wR P=1, 
Pq 十 2 WF pS 2, 


一 s (4q_1(0,) 一 44-14m@)), (6.93) 


l (6.95) 


i.) (6.90), 7320 9)(0,) FFB (6.86),(6.90),(6.94) 有 
Palas) — yla) = O (h4), 

下 面 对 愈 来 愈 多 的 点 递 推 地 定义 Ja, F kq, 假定 I 
ERAR Go, LEE MME THI +I aya, 
O4~-K. 4 个 点 上 有 定义 ， 并 且 有 估计 

Jat) — y) = O(AFa41), 
FERD (6.90) ;对 于 tE Gars 410) 是 已 知 的 ;并且 有 
2,402) 一 Zp1(¢) = g(t) 一 ral, h) 一 (yC) 
Ral hy) + OCA?) = 94) — y(2) 
+ OCA?) 一 OC AFH), 
利用 分 段 m 次 多 项 式 内 插 ， &.@) 可 以 对 所 有 Ee 了 定义 .对 
于 上 6E 工 内 插 的 相对 误差 是 OC"), HO. 88) ,有 
Zk 3G) = OCAK), | 
AEA BAS AR OCA IR), SRB Gan 上 TO, 
— p(t} Ht ,对 于 tE Gar, A 
| Bp a(t) 一 zrl) = OCR), 
其 中 
Be = min{ prys RP tm + UY R-1<4@, 
Ba FA (6.95) HE. 

由 于 Gar 中 有 2? +140. 因此 最 大 可 能 的 mx 是 
24-*。 虽 然 在 前 面 指出 要 求 如 (2) 中 的 误差 不 能 超过 O(t), 
但 是 选取 m 有 mi 十 RP 十 1 之 (gq 十 1)p 是 不 一 定好 的 , 特别 
对 于 等 距 内 插 可 能 出 现 Runge 现象 。 由 于 这 一 点 ,按照 

o O f 278, WR (9 一 人 PP 十 bp 一 1>> 22 
ma | (4 一 Pp 十 bp 一 1， RE. 
选取 Mg» 进行 内 持 , 使 得 在 Ca -AH 的 格 点 上 得 到 Je), HHR 
有 估计 
J) 一 y(t) = O (4%), 
出 归纳 假定 , 这 式 对 于 《二 9 成立, 因此 ,对 任意 六 的 值 0 二 
CMI, ARETE We, 对 二 Go 中 的 格 点 , 构造 了 9e), 
= 221+ 


并 且 有 估计 / | | 
Jae) = yle) + OCA), (6.96) 

其 中 ~ : 

B= min {G+ Dp, ke + 2k + 1}, (6.97) 


对 于 具体 的 上 值 , 对 应 的 8 值 可 能 比 (6.97) 给 出 的 要 大 . 

AS 将 上 述 算法 应 用 到 梯形 法 .。 取 g [= 3, WA p= 2, B 
=7,%=1/(4—1), TOR PRM AS REG. 

1. 用 梯形 法 计算 

(a) Yrs 4), k = hy/ 2’, tr = kh, k= 1,2, ', 8, 

(b) Voltz, 24), k = 2,4, 6, 8, 

(c) Yoltrs 44), k= 4, 8, 

(d) yolts, 8A). 
这 些 量 均 有 误差 O). HETE RZ 6.1 

| % 6.1 


to | YoCtoy A) YoCtos 24) yo(to 44) | yoltos 84) 
fi | YoCtiy A) | 

f, yoCfry A) YoC try 2h) 

fy Yolts5 A) © | 

f4 Voltas A) YoCtss 2h) Yokas 4h) 

fs YoCfss A) | 

fe YoCtes Å) Yo tes 2h) 

By yo(#19 A) : 7 

fs yol fas A) YoC ts, 2h) Yokes 44) YoC4is 8A) 


2. 对 于 每 个 +, BRUT (ile, Ae. BNF v= 4, 


WC, 4) = YC h, h) + 5 [ vol, h) 一 yo(t,, 2h)] 


1 
Ylh, A) = AOP h) + IS BACHI 一 nila, 2h)] 
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于 是 得 到 表 6.2。 类 似 于 由 (6.82) 得 (6.86), 有 


y(t, A) = y(t) + > Kg, oCh”, 


v= 上 十 1 
EX 
Jali) = A A), 
Jla) = Ya to, A), 
表 6.2 
加 Votes A) yi(toy 4) yx 人 (加 A) ¥3(fo9 A) 
f, yo A) 
$, yoltis A) ¥iCt2y 4) 
sy yoCtss h) 
7 Yoltis 4) yi(tss 4) ¥2(%e5 A) 
fs YoCtss h) 
Fe yo A) YCiss A) 
ty yol fis h) | 
fs YoCFss A) ?IC 大) Valtsy A) Valts Å) 
Bs OCh’) Ova) OAs) OC At) 


3. HÆ 6.2 和 公式 (6.90) 
如 (6) = 930) 一 yalti, h) + OCA"), 1 = 0,8, 

再 由 线性 插值 给 出 名 (4), 使 有 

A) — zd) = OCR) = O(A), 
因此 有 

Pnu) = (4, h) 十 名 (6) + OC’), 
HF u, i= 0,4,8,8 . 
| 2:4) 一 9:(4;) — 9.4, 4) + o(a), 
而 用 在 这 三 个 点 上 的 二 次 插值 算出 Ala) 和 als), HA ACh) 
一 gl) 和 2.0%) — z(t) BE OA) 一 OC) 的 。 所 以 有 
| ACA, = AOF k) + ĉl) = yl) + OCA’) i= 2,6, 
由 此 ,我 们 有 


WORN be 3 
bli) = 9344) 一 volts h) = zo(t;) + om , — ý r 8. 
由 这 些 量 应 用 四 次 插值 给 出 各 (5) ,一 1 3, 5,7, 且 有 
So(4;) 一 zolz) = OCA’ - PP) = O). 

THA 

P) = Vi, A) + Gi) = y) + O), 

i= 1,3,5,7, 
HTE Aa) 有 
0(1) i=1, 2, 3,5,6,7, 
pO =H + Loy poo 4g 


$6 ROAR US eB A A 


隐 式 中 点 方法 是 4 稳定 的 ,具有 梯形 法 的 类 似 性 质 ,并 且 应 用 
起 来 比 梯形 法 还 要 方便 一 点 .因此 也 经 常用 来 求解 刚性 方程 组 . 
为 简化 记号 ,考虑 自 守 系统 | 


y = fO), y(0) = yo. (6.98) 
应 用 隐 式 中 点 公式 
y(0,4) = y 
y H A, hA) = yt, A) + afClyC; + 4, 4) 
+y, AUD, (6.99) 
t; = th 


求解 (6.98) ,其 中 AWK, yO, A) 是 计算 得 到 的 (6.98) 的 解 的 
近似 。 由 例 6.6 和 (6.99) 得 到 的 y(t, 全 ,有 渐 近 展开 式 
yb) = yCen) + Kd (tn) F Ad, (tn) + WC), 
(6.100) 
其 中 yG) 是 (6.98) 的 精确 解 . 由 定理 6.1 构造 展开 式 的 系数 ,可 
i 
de) — I)a() = > y” (e) — = IOE), (6.101) 


dalt) — IED) = — C2) / 120 + dr G@)/12 


+ = fe VO) + ye) /8 
一 (ye) 一 I) y™G)) 
一 ~ (CD — I) a(t) — y WE/12), (6.102) 


W nil) — W (A) = Ad n+ (W .411(h) 
+ W,(h))/2 + O), (6.103) 


这 里 JG) = (st or) , 


Jn = | (CCC +0 |+ (y(t, + h, h) 


+ y(tn, AJ) 一 yard) |) a0 


展开 式 (6.100) 构成 了 应 用 隐 式 中 点 方法 的 Richardson 外 插 
方法 求解 刚性 方程 的 基础 。 但 是 在 (6.100) 中 的 W.A) 中 对 刚 
性 方程 组 可 能 含有 振荡 的 分 量 , RUT (6.69) 的 平 请 程序 可 用 来 
碱 小 振荡 的 振幅 .平滑 可 以 这 样 进行 ， 若 已 计算 出 yr 一 4, A), 

Yrs A) FA yr t h, h) it 
$1 8) = [yl Hh, h) + 2yltg, h) 
十 y(t, — h,h)]/4. (6.104) 
对 于 这 个 Iir, A ERFA 
9(4,,4) = yy) + ial) 十 ye) (418 
+ idle) + di’ (t,)/4 y(t.) / 481 2' 
+ W,(h) + OCAS), (6.105) 
其 中 
Wilh) = [Wk A) + 2W (8) 十 到 (8)] /4。 
展开 式 〈6.105) FREAR AAR, MIH Richardson 9) i 
得 到 比 POr hA) BRAD. + 


92258 


Hes) = 9 (r E) + | 9 (r *) = Hees 1/3, 


a 


(6.106) 
则 有 估计 式 | 
F458) = PK) 一 (CD + R)I 
+ y%(2,)/48)45/4 + W,(4) + OCh), (6.107) 
其 中 


re 和 (的 + 区 全 -mm 


Lindberg’ QR ST ALAR (6.99), (6.100), (6.104) 和 
(6.105) 的 一 个 计算 机 程序 的 方案 。 程序 从 给 定 的 初始 点 积分 到 
指定 的 最 后 时 刻 T。 在 工作 过 程 中 ,重复 下 面 四 个 基本 的 计算 步 . 

(a) 进行 积分 和 平 请 . 

(2) 估计 误差 . 

(c) 确定 是 否 接受 这 一 步 ,确定 下 一 步 所 用 的 步 长 。 

(D) 为 下 一 步 计算 作 准备 . 

现在 对 这 四 步 分 别 作 一 些 简单 的 说 明 ， 

(a) 用 给 定 的 步 长 4， 应 用 隐 式 中 点 法 则 计算 二 个 独立 的 解 


yt, h) 和 y(i, 二 )， 


yet heh) y(t h) =A yG + h, h) 十 (天 ) 72) 
| (6.108) 


EA t, = kh, k = 1,2,- SEER. 得 
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I(t, h) = [y(n 十 h,h) 十 2y(te, h) 
+ y(t, — h, A)I/4, 


s(n 4) = [z(a 4,4) +29 (a, 4) 
r(u-4 4/4 
由 这 些 平滑 值 作 一 次 外 插 , 得 


I D = |3 (i 和) 二 | 全 二) 一 9 全 | /3. 


这 里 得 到 的 平滑 值 和 外 插值 在 以 后 的 计算 中 将 不 再 应 用 ， 只 作为 
后 7 处 的 计算 结果 。 
非 线 性 方程 组 (6.108) 和 (6.109) FA HL Newton 方法 求解 . 


Q z= y(t 二 hh), y= y(t, h), 和 
F(z)= z—y—Af([z + y]/2), 

H(2'* —- z’) -一 — F(z’) 
进行 迭代 求解 ,其 中 互 是 窍 阵 

Oz On nena 
OM UR RE H 

p = |z — wl/ — 2, t= 2, 2,-- 
mE Bri RUS TC. 
用 同样 的 方式 求解 (6.109). 


则 方程 组 (6.108) 可 写成 为 『(z) 一 0, 可 由 
oF - 一 全] 
的 近似 。 只 要 收敛 速度 满意 ,若干 个 选 代步 可 以 应 用 同样 的 召 , 收 
来 估计 。 如 果 o< 0.2, 认 为 收敛 速度 是 满意 的 。 如 果 p> 0.2, 
为 了 得 到 y(t- 十 F, Desq 2) 的 迭代 解 的 起 始 
A h h 
值 , 由 y (a g)? (a F) 和 yha F) 作 二 次 外 插 . 对 


于 求解 yG,,4) 的 起 始 值 , 取 
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》 Q 4) 十 (vrs h)—y (aaas a) 
(6) 误差 估计 
误差 估计 是 根据 公式 (6.107) 和 确定 a(:) 和 a(:) 的 微分 
方程 来 设计 的 . 下面 假定 与 
(dalt) + di (4g) /4 + yC) 48) 44/4 


fil, WAG), Wa (E) 均 是 可 忽略 的 . 


定义 
Ieo D = yt) ) /3, 
(6.110) 
n | | 
Fler, A) = yl) — dt 44/4 + WA) + OCA), (6.111) 
其 中 | 


Wa) = (4) (wi (4) LAO 


+ (6.107) 5 (6.111) 相 比 较 , 由 平 请 过 程 增加 的 误差 项 是 
s(t.) = — (di Cy) + y9(4,)/ 1244/16, (6.112) 
由 于 平滑 得 到 的 结果 后 面 的 计算 不 再 应 用 ， 整 体 误差 中 的 这 部 分 
BASH PA. 但 它 依赖 于 点 上 的 d(:) 和 YM (-) 的 值 . 平 
RE s(t.) 的 一 个 粗糙 的 估计 为 


sU) = V? È (n, 4) ~ Iln, 人 | /12. (6.113) 


由 (6.105), 
Ct) = Cdi Cg) + yO) /4) 447 16 十 00), (6.114) 
整体 误差 项 dalek 在 一 步 中 的 改变 量 为 
l(t.) = (a(t, + 4) — dalt) ) 4/4, (6.115) 
称 它 为 局 部 误差 。 这 里 不 对 局 部 误差 进行 严格 的 估计 , 而 想得到 
一 个 比较 易于 实现 的 估计 。 [75] 在 一 系列 简化 的 假定 下 推 得 一 
VERT l(a) =), 
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ile) = i* (#7)/3, 
其 中 
(2) = 73 3 Q 4) — (1, A)| /36, (6.116) 


Viz) = eG) — z(t — A), 

(Cc) 步 长 的 选取 

步 长 的 选取 由 局 部 误差 的 估计 La = Ml 来 决定 。 要 求 
保持 不 等 式 L, 二 8 成 立 ,其 中 8 是 人 允许 的 最 大 局 部 误差 。 由 于 
改变 步 长 所 需要 的 工作 量 相当 大 ,只 当 步 长 有 大 的 改变 时 才 进 行 。 
另外 ,只 当 Le < Lan 时 , 步 长 才 人 允许 增加 。 

用 4 表示 原先 的 步 长 ,而 用 Anw 表示 新 的 步 长 。 下 面 的 表 
列 出 程序 中 进行 步 长 控制 的 一 种 策略 


La /8 Anew 


<1/5120 (e/(5L_,))'7 +h 
f1/5120, 1/80] 
(1/80,1/2] 
[1/2, 1] 
>l 拒绝 上 一 步 ,并 令 Anew = A2 


步 长 改变 时 ,应 用 下 面 的 算法 : 令 原先 的 步 长 为 4 和 412, 新 
REKAH, E/2。 由 解 Ce, A) 9 (2,4) 外 插 到 吾 和 及/2 来 


得 到 光滑 的 数值 解 (+, HE) 和 y(n) 的 起 始 值 . 


§7 ”利用 梯形 公式 局 部 外 插 的 数值 方 共 
4 
FA FATE ASR RI HS ET EM, TRE 
计算 过 程 的 4 稳定 性 。 这 样 做 的 结果 , 使 得 计算 过 程 中 要 贮存 较 
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多 的 信息 , 另外, 它 还 有 两 个 缺点 。 其 一 , 当 al 的 值 充分 大 时 ， 
RICA A SUR, 外 插 出 的 较 精确 的 值 无 法 利用 ;其 二 ， 在 
检验 数值 解 是 否 满足 精度 要 求 时 ， 要 看 相 邻 两 次 整体 外 插值 之 差 
的 绝对 值 是 否 小 于 给 定 的 容许 误差 值 ， 这 样 就 使 得 计算 量 大 大 增 
加 。 事实 上 ,梯形 公式 的 局 部 外 播 方法 仍 是 可 用 的 .如 57] 所 指 


出 的 ， 比 起 传统 的 Runge-Kutta SHH, WARNER 


对 于 中 等 程度 的 刚 性 方程 已 够 大 的 了 ， 并 且 试 验 的 精度 比 整体 外 
插 要 好 一 点 。 

孙 了 在 [11] 中 应 用 梯形 公式 外 插 得 到 的 值 及 用 Simpson 公 
式 得 到 的 值 作 适 当 的 线性 组 合 ， 构 造 了 一 个 刚性 稳定 的 单 步 四 阶 
HFA RR. 此 外 ,这 些 方法 在 得 到 数值 和 解 的 同时 ,还 可 以 得 到 局 部 
截断 误 壮 的 具体 数值 ， 这 就 使 得 判别 数值 解 是 否 满足 精度 要 求 变 
AER Ri. AA [11] 中 构造 的 算法 . 

为 叙述 简单 起 见 ,假定 (6.1) 是 单个 方程 .用 y 表示 (6.1) 
的 真 解 。 用 ya 表示 (6.1) 在 格 点 tn = nh 处 的 数值 解 , 4 表示 
积分 步 长 . 

ERKE [s4, (n 十 1)#] 上 应 用 梯形 公式 


Vass 一 Yn + * [FCn Ya) + ine Ya41)] (6.117) 


解 (6.1) 的 数值 解 记 为 Yan = VUn 们 , 若 将 (6.117) HAY AH 
RS, 连续 两 次 使 用 这 个 公式 所 得 到 的 (+ 1A 点 处 的 数值 解 


记 为 人 z) 用 Richardson TN fa 


~ } i 
YC intis h) = y (trus +) 十 E (test 4) — ¥ Casts Ay] /3 


(6.118) 

在 这 过 程 中 ， 假 定 在 《6.117) OK Ya 是 精确 的 。 令 Yru” 
Y fatis A), i Ynti 也 是 问题 (6.1) 的 数值 解 . 

现 将 y@) 代入 (6.118) 的 计算 过 程 ,并 在 /一 由 处 Taylor 
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展开 可 得 (6.118) 的 局 部 截断 误差 为 。 | 

lr(h) = > Fr 一 aaa (+) YPC), 
上 式 右 端 恰好 就 是 以 人 为 步 长 的 Simpson 公式 的 误差 表示 式 。 
这 就 是 说 ; 梯形 公式 一 次 局 部 外 插 的 局 部 截断 误差 (假定 y。 精 
MSA 二 为 步 长 的 Simpson 公式 的 局 部 截断 误差 (假定 yao 
yore 是 已 知 的 精确 解 ) 是 相同 的 , 因此 取 yo = Flans A) 具有 
四 阶 精度 ,其 局 部 截断 误差 的 主 项 为 -hP EEM Simp- 


son 公式 


Yni? 一 yn + < (ya F 4V nas E Yna) (6.119) 


求 初 值 问题 (6.1) 的 数值 解 时 ， 4a Bl Vas = fCat y Znt1s h)), 
则 《6.119) 也 其 有 四 从 精度 ,其 局 部 截断 误 送 的 主 项 为 


利用 上 述 的 说 明 来 构造 初 什 问题 (6.1) 的 数值 解 。 假定 在 
t= 2nh 处 的 数值 解 已 知 ， 现 在 计算 初 值 问题 (6.1) 在 点 
(一 (22 十 1A 和 t= (2n + 2)h 处 的 数值 解 yeti, Van42- 

1. A k, 24 为 步 长 ,用 梯形 公式 (6.117) 作 局 部 一 次 外 插 ， 分 
别 得 到 yCtonsr1, A), ¥Ctrna2, 24). & 

Yant1 = 了 (batly BA), VYon42.8 = ¥ Cntr, 24). 
并 记 vines = fpris Yangi). 
”2. FA Simpson 公式 


TEST = Yin + 二 (Yin 十 A Yini 十 Yinsrs) (6.120) 
求解 zz+279 并 计算 出 Yint E — Vantas. 在 求解 非 线 性 方 程 
(6.120) 时 , y(t2s+2,26h) 可 以 作为 预 估 值 。 
3. 选择 适当 的 各 数 gc, 构造 线性 组 合 
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Yaniz == OYit, + (1 一 æ) Yana, ‘ 
舍得 构造 的 方法 是 刚性 稳 定 的 ,所 得 到 的 V2n+is Y2a+1 就 是 初 值 问 
题 (6.1) 分 别 在 点 ! = (2n + 1)h, t= (2n + 2)h 处 的 数值 解 
记 上 述 构造 数值 解 的 方法 为 方法 1. 
可 以 看 到 ,在 方法 的 构造 过 程 中 , 只 使 用 了 梯形 公式 和 Sinp- 
son 公式 ,而 所 构造 的 方法 可 以 认为 是 以 24 为 步 长 的 单 步 法 ， 念 
L104] 中 的 方法 ,可 以 证 明 这 样 构 造 的 方法 是 收敛 的 。 关 于 方 
法 的 局 部 截断 误差 ,根据 本 节 上 面 的 说 明 , 易 知 有 


1 
Yoni 一 y (tr) NS 一 2g80 Wy , 
3 a 
Yint 一 y(t2n42) 人 一 -一 -一 一 PYR, 
由 于 在 2 中 已 算出 V2n42,E -> Yne HLE 


1 


Vant2sE “— Yratas © 一 360 Nye 
所 以 局 部 截断 误差 可 以 表示 成 
A | 
Vint. 一 yC tangi) 人 g (y: 2n42 E T Yon42 ths 


O Yin ~ Ylena) ~ (3 + a) Yint E — Yantras) 
综合 算法 1 的 求解 过 程 , 可 以 看 到 , 每 使 用 梯形 公式 (6.117) 
五 次 ,用 Simpson AZ (6.120) 一 次 , 可 以 得 到 (6.1) 的 二 个 新 点 
上 的 近似 值 。 所 构造 的 方法 是 一 种 特殊 的 块 单 步 方法 。 
关于 方法 1 的 稳定 性 ,有 下 面 的 定理 . 
定理 6.8 4a 满足 不 等 式 


2 cacl (6.121) 
7 14 


时 ,方法 工 看 成 为 24 步 长 的 单 步 法 是 刚性 稳定 的 ， 
证 明 ”将 方法 工 用 于 试验 方程 
y 一 417，Rel < 0, 
经 简单 运算 ,得 到 
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Yini 一 Cil E) Von = Elu) . tre“, 0 ) yo, 
Manga = Cap, O) Yia = SF Cua) Yo, p= AA, 
其 中 特征 根 
— 96 — 184° — 5p 
El) 96 — 96u 十 3012 一 32 
Ole, a) = (6.122) 
_ SS 
4g Tr tsy 288 576 +t 


25 9 101 32a — 9 28a — 23 
一 十 
2 151 9 85 3 4 108 6 _ 4 sg Ls 


5 
~ 6 


1— + — 4 A + 


48 48 192" 48° 192 
在 复 平面 上 男 出 Iw, a)l = 1 的 曲线 (图 6.2 中 的 曲线 1 为 特 
p (m, 23)| 一 1 WRR). U, Glasa) 的 全 部 极点 


都 在 闭 曲 线 所 包围 的 正 实 轴 上 , 另 一 方面 ; 当 上 一 co 时 省 和 sx) 
<1, 因此 由 极 大 模 原理 ,在 闭 曲 线 外 部 恒 有 | 如 (wu cj) 天 1. 按 
照 刚性 稳定 性 的 定义 ， 当 a 满足 (6.121) 时 ， 方 法 1 是 刚性 稳定 


2 4 6 81012 141618 2022 Reg 


图 6.2 曲线 1 和 曲线 世 的 另 一 支 是 与 实 轴 对 称 的， 曲线 1 的 外 部 
为 方法 1 当 a 一 分 时 的 稳定 区 域 曲线 下 的 左 半 平 面 为 方法 了 


o ğa = 75 Mev 区域. 
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的 ] 
当 a= ih , (6.121) 仍 满 足 , Ce, a) 的 分 子 w 的 系数 


AS. Aik, 对 于 于 分 大 的 144| 的 值 , 方法 1 求 得 的 数值 解 有 最 
大 的 衰减 速度 . | 

利用 梯形 公式 (6.117) 还 可 以 构造 下 面 的 算法 I, 

1. 在 区 间 (20h, Qn 十 2)4] 上 以 4 为 步 长 用 梯形 公式 
(6.117) 作 整 体外 播 ， 得 到 Cts, 4), Vasa 4), X Yat 一 


y (eats A), ¥1n42,E = y(tnr2, h), Vint = fC tatis Yint) ， Jin+2 E 
的 局 部 截断 误差 的 主 项 为 一 = Wy, 


第 2 步 和 第 3 步 同 方法 1 这样 得 到 的 Yasan 分 别 是 
(6.1) 在 (Qn 十 1)4, (22 十 2)4 处 的 数值 解 。 仿照 定理 68, 可 
得 

定理 6.9 当 c 满足 

| 55 | | 
时 , 方法 工 对 于 以 24 为 步 长 的 单 步 法 是 刚性 稳定 的 。 方 法 全 的 
局 部 截断 误差 可 有 估计 


1 

Vint. 一 y(tznt1) 一 一 74 (Ynt, E — Vantzs) , 
—12+ lle 

Fant? 一 y (toner) == a (Yint E — Vontrusde 


WEAKEN lesa) 有 表达 式 
CC, a) 一 B/C, 


其 中 
1 3 l 3; 161 
Bei-typ-2ya4¢ i vil, 
3 3f ag T Ba” 
_ (40a 一 58) 5 + 1280 — 179 “6 
2304 9216 


+2340) 


— 264 — 23 y 
9216 
7 55 59 , , 299 
C=l—L pt p 一 开拓 p ot 
3 24 B” TBa" 


56. 5 23 4 I 7 


| we ee | 


2304 ° 3072" +3072" 
易 看 出 , 当 a= 23 时 ,条 件 (6.123) 仍 满足 , 这 时 a (x, 23) ) 的 


分 子 2 WARE. 因此 ,对 于 充分 大 的 1 六 | HEN 有 最 大 
AY SERRE. 方法 1 的 称 定 区 域 为 图 6.2 ilia Th 所 划分 的 左 半 
il. 


2 


本 #¥ 附 注 


$ 1 是 根据 Stetter 的 书 [106] 编写 的 . 

$ 2 的 材料 主要 取 自 [106] 和 [71]. 

$ 3 是 根据 书 171] 中 的 材料 编写 的 ， 

$4、$5 和 $6 是 根据 Lindberg 的 [73],[74] 和 [75] ASH. 
$ 7 是 根据 孙 耿 的 文章 [11j MAR. 
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第 七 章 ”具有 可 变 系数 的 线性 多 步 方法 


在 前 面 的 一 些 章 放 中， 构造 了 一 些 高 阶 4 稳定 的 线性 多 步 方 
法 。 其 中 有 些 方法 的 系数 中 含有 依赖 于 步 长 4 或 方程 右 函 数 的 
Jacobi 号 阵 的 部 分 , 即 方法 的 系数 是 可 变 的 . 似乎 正 是 由 于 这 些 因 
素 ， 使 得 它们 能 够 克服 Dahlquist 的 结果 对 常 系数 线性 多 步 方法 
的 阶 的 限制 . 这 和 用 构 造 且 有 变 系 狼 的 线性 多 步 方 法 是 发 展 刚 竹 
方程 数值 求解 方法 的 一 个 途径 ， 

本 章 对 一 类 变 系 数 的 线性 多 步 方法 建立 一 些 基本 结果 。 是 按 
照 170] 编号 的 。 


S1 具有 可 变 矩 阵 系数 的 多 步 方法 


游 虑 求 初 值 问题 
y =f, yY), YC) = y (7.1) 
的 数值 解 的 多 步 方 法 
k $ 
> [apr + >> ak Q5 Ynti 


k S-i 
=A D oer + 7405] h OD 
其 中 > 和 ff 是 实 ( 或 复 ) 的 rz 维 向 量 ,IT 是 m x mh ire. Qn, 是 
m X m 实 (或 复 ) 乱 阵 系数 , 它 是 随 n 变化 的 。 数 系数 af, ob! j= 
0, l,..., Ra 一 0， l, e. S DEAM. 为 方便 起 见 ,约定 
a = 1, bY =p = 0, 


在 实际 应 用 时 AERA I 的 Jacobi 矩阵 oN sd) 在 区 闻 Lee, 
nal] 上 存在 ， 可 以 选取 O, 为 负 Jacobi 矩阵 一 81(1, y)/Oy 在 
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这 区 间 上 的 菜 种 近似 。 但 是 对 于 下 面 的 分 析 , 我 们 只 需要 假定 对 
所 有 的 x 有 
Gi) lI9.| Sq, 


GD [aP + > cf 03| 是 非 奇异 的 ， 


其 中 4 是 与 = 无 关 的 常数 ， 

& H= [ni], HH ay<i<cow, Km E RB) 
Euclid 空间 。 假定 (7.1) 中 的 了 是 由 H XK, 到 K, 中 的 连续 
PAR ,并 且 对 于 其 第 二 个 变量 ?是 一 致 Cipschitz 连续 的 。 于 是 初 
值 问 题 (7.1) 在 Lr, 7] 上 有 唯一 解 。 用 z(z) 表示 这 个 解 . 在 上 
述 假定 下 ,一定 存 在 常数 ci 和 cs, 使 对 所 有 tE [mw， 引 ,有 

lz@Oill<a, fl, se no o A) 


(7.3) 


定义 
w(6) = max lz (nn)— 2 (na) I, (7.5) 


Ift <4 
t the lho. Fi 


则 有 limcwo(8) = 0。 
分 别 由 下 列 式 子 定义 线性 差分 算 子 LO, s s= 0, l, 2,1., S 


Ad 
L“ Ly); h] = > [a ya 十 jh) — hb y'(e + 74)), 
= 0, 1, 2,--°, S, (7.6) 
LIYO); 4] = > nO'L‘y(e)s A), (7.7) 


其 中 9 是 满足 条 件 (7.3) 的 任意 mw xm 矩阵 。 WET A 
y(t), Ll y(e)3 4] 可 议 表 成 
Ll y(e)3 A] = Eye) + ALE YMG) + EPO) 十 …。 
max(/,S) 
+h DO EPODA +--+, (7.8) 


7=0 


定义 7.1 方法 (7.2) 称 作 具有 阶 p， 如 果 在 (7.8) 中 am 
0, l= 0, lattea P PRA 而 对 l=p+ 1l mMET 1=0, l,- 
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max{?, S} 有 iio 如 果 方法 的 阶 p 1, 方法 称 作 是 相 容 
这 样 定义 的 阶 与 矩阵 O, 的 选取 无 关 。 容易 证 明 : WR 
P 之 S$ (下 面 导 出 的 方法 均 属 于 这 种 情形 )， 方 法 (7.2) RAR p 
的 充分 必要 条 件 为 : 
k 
> as = 0, 


J=0 


Eyy a$ == 7 fe, 


! 7=0 


(7.9) 


Met pe s=0,1,---, S, 

对 于 相 容 的 方法 ,按照 Henrici [63] 可 以 证 明 下 面 的 引 理 。 

引 理 7.1 设 方程 (7.1) 满足 所 述 的 条 件 ， 且 方法 〈7.2) 是 相 
容 的 , 则 有 估计 式 

HLOL z(e); AlI) S eV hl RA), 

LLC); RIIS Peh, 

WL lees Al] < ed max(e, bez), i = 2, 3, 4,°°°, S, 
其 中 a, Mol: ) 分别 由 (7.4) 和 (7.5) 定义 ,而 c 由 


k 
>) Gla? | + P|), i = 0, 1, 
i=0 | 


k | 
Ds (a? + API), i = 2, 3,05, S. 
#=0 


确定 。 
利用 引 理 7.1, 立即 可 得 估计 式 
WEL 2(e)s Al] S max[ce™, Pe c vmax( es, hca)] 


iwc A) + hg 十 > h'g ‘|. o (7.10) 
定义 方法 (7.2) 的 特征 多 项 式 为 : 
R 
o) = >) aie, AD 


并 令 p(t) 一 0 的 根 为 Ops p= l, 2,*"*…， k. 其 中 ts 是 主根 ,对 
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于 相 容 的 方法 有 “i=l. | 
定义 7.2 方法 (7.2) 称 作 满 足 根 条 件 ， 如 果 o(t) <0 的 根 
均 有 ji <1,p—1,2,---, k, FERA 1 的 根 是 单 根 。 如 果 
A ll <1, p= 2,-…,《, 则 方法 称 作 满足 严格 根 条 件 . | 
对 方法 (7.2) 的 起 始 值 加 上 适当 的 条 件 , 则 可 证 明 下 面 与 常 
系数 线性 多 步 方法 类 似 的 定理 . 四 
定理 7.1 “方法 (7.2) 为 收敛 的 充分 条 件 为 它 是 相 容 的 并 且 
HERRE. 7 
与 Henrici [63] 中 对 常 系数 线性 多 步 方 法 的 证 明 类 似 , 直接 
应 用 [63] 的 引 理 3.2 到 公式 (7.2), 由 (7.3) 和 (7.10) 推出 这 个 
定理 . 
A> 
O rP = a + OP, s =0,1,°°°, S, 
yo} = rP = 0, s>S,7=0,1, 2,-°-, &. 


定义 7.3 方法 (7.2) 容 作 满足 稳定 化 条 人 如 果 在 根 by, P 
= 2,3, k 均 是 不 同 的 情形 有 


(7.12) 


a 
> 7b =), s= 1, 25° %"%s S, P = 25 3 k, (7.13) 


mE Cpt = Ept y == see = Cofin 的 情形 F, 将 (7.13) 中 的 
p= Pettis p tml 的 等 式 分 别 换 成 


k k 
Da rP = DTP = 
j=0 y=] 


Ř 
= >) YPG —1) -G — m + 2)” t=0 (7.14) 


后 ,(7.13) PRX. 本 

定义 7.4 方法 (7.2) 称 作 稳定 化 的 , 如 果 它 满足 严格 根 条 件 
和 稳定 化 条 件 . 

定义 7.5 如 果 5b 姑 一 0,s 一 0, 1,.…， S, 方法 (7.2) 称 作 
线性 隐 式 方法 ;否则 称 为 完全 隐 式 的 。 
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对 于 线性 隐 式 方法 ,每 一 步 只 须 步 解 一 个 线性 方程 组 . 


S 
[z 十 > sh. | Yny. T 8s 


其 中 中 是 已 知 的 量 。 而 对 于 完全 隐 式 方法 。 每 一 步 必 须 求 解 一 个 
非 线 性 方程 组 . | 

可 以 这 样 来 说 明 稳定 化 条 件 的 作用 。 如 果 将 方法 Q 2) 有 应 用 
到 试验 方程 

| y =ay, Rel <0, 

并 且 将 一 9,。 取 为 41, 则 得 到 一 个 线性 常 系数 差分 方程 . 这 个 差分 
方程 的 特 证 多 项 式 可 以 看 成 是 由 多 项 式 olt) 进行 扰动 得 到 的 , 扰 
动量 的 量 级 为 OA). 称 这 个 多 项 式 为 稳定 多 项 式 。 于 是 稳定 化 
条 件 保证 稳定 多 项 式 的 寄生 根 与 多 项 式 0) 的 寄生 根 是 重合 的 . 
如 果 另 外 再 假定 严格 的 根 条 件 , 则 对 所 有 4 这 些 寄 生根 将 不 引起 
不 稳定 性 。 另外 ,稳定 多 项 式 的 主根 是 - 的 有 理 近似 ,我 们 可 以 
选取 系数 ,使 得 这 个 有 理 近似 的 模 小 于 1 ,从 而 保证 方法 的 4 稳定 
性 . : 

作为 例子 ,考虑 下 面 的 稳定 化 二 步 二 阶 方法 ,并 且 S= 1. 

例 7.1 


[r E ho, | Yaa — EO H a) + ADs 90 
1 4 D 
十 二 + 十 40。]7 = {AIG ZX)1 


—(l+a)f,], —l<cma<l, 
多 项 式 p(5) 的 根 是 1 和 ac。 令 j= Ay, Reh <0 和 O, = 一 17， 
我 们 得 到 差分 方程 


(一 二 全 ) 》 — [itat ajaa | Yapi 
+a(ı+ tm) =0, 


容易 看 出 ,这 个 差分 方程 的 稳定 多 项 式 的 寄生 根 是 e, 因此 方法 确 
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实 是 稳定 化 的 。 主 根 是 (1 十 m)/(1-+m), JERA 
4 稳定 的 ， | 


§ 2 稳定 化 方法 的 阶 


这 一 节 考 虑 满足 稳定 化 条 件 的 方法 (7.2) 7 可 达 到 的 最 高 阶 . 
先 证 明 几 个 引 理 
oR 7.2 如 果 方 法 (7.2) 的 阶 p> S , 则 有 
> y9 — > (3 oa j! nr), 


7=0 j=0 一 


s= 0,1,..….,p. (7.15) 


证 明 将 (7.12) 代 人 《7.9), 立 即 可 推出 这 个 引 理 .。 
引 理 7.3 ”如 果 方 法 《7.2) 是 稳定 化 的 , 则 有 


y? = TE (ci — cj) + pci > ri” 
i=0 


1 一 0 le k, sO, tyes, CIO 
其 中 cj 由 
R k-11 
a(t) = J Ei = Dent’, c=0= ec 
per2 . 


确定 Me 


fy = l/uQ). 
证 明 ”由 定义 7.3 中 的 条 件 


k 
>) rP = vP — Jel) 


j=0 
k—-1 
= 7(t — 0) >} ept?,s = 0, 1,°++, S, (7.17) 
| p=0 
其 中 oO 是 常数 . 让 的 同 暴 次 的 系数 相等 ,得 到 


yP 一 7 各 (ci 一 0o0cj) = TE (ei ci) 
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E 7 ann . i g + CIT E = oY, | 
j= 0, l,e, k, s=0, 1, S. (7.18) 
{E (7.17) PS “一 1, 得 到 
k 
Dy 7? = 7G — ow), s = 0, 1,-.., S, (7.19) 
j=0 


注意 到 如 果 满 足 根 条 件 , 则 x(1) 0. 由 (7.19) 解 出 rP 
a) FEA (7:18) , 引 理 证 得 . 
引 理 7.4 如果 方法 (7. ?) 是 稳定 化 的 . 并 且 有 阶 pS > S, W 


k ， 
i >> yO = 5 ( a re, s= 0,1, 2,-*:, P. 
j=0 im ! 


(7.20) 


证 明 应 用 归纳 法 。 设 结果 对 ;= 0, 1,…, m<p RY. 
由 引 理 7.2, 引 理 7.3 ANE 


> (m+) > (SS << Lap (mti) 
了 m — 17; fi? ) 
ij=0 j=0 
m+? 
-> |E fren, ace) 
j=0 Li=1 
+ pci > aa) 
r= 0 
` m+? 
- > Dye ci) 
=0 Li=1 
mhi~i 
(— =D Yt I i 
+ cj 


m+ 2 


= > yti ae yi (cj. 一 a} 


m+2 =)" $ 
十 {= j' 


S (ays, ygi» 3 


i=l t! 


| 
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将 右边 的 第 二 项 进行 整理 后 ,我 们 得 到 


k m42 
‘19 十 1 


1 三 0 sl 


seh 


k 
K\ -一 (—1)"™ > , "i 
| té! l i=0 (er- ci) 


tS Sar Brel 


— uti k 
= {-))"" > Ge — ci) 


“| i=0 


s- 
一 ci > wl i} 


ar (ie 一 外 


~ (=D S y 
“ar > [7C ci 一 ci) 
* j=0 


— {G+ 1)*—7* — 13) 
OD 5 “pe 
ut 2i a Sa 网 
0, 引 理 显 然 成 立 。 引 理 证 完 . 
理 7.2 形式 为 (7.2) 的 稳定 化 方法 可 i 
可 达到 的 最 
证 明 ”由 (7.12) 和 引 理 7.4, 推 得 mae 


( Ly x 
me ite —_ „s= Sl, S+ 2,- P, (7.21) 


I=] l! 


如 果 阶 PHM 2S, 则 S$ 十 1 个 常数 re 
»s=O,1,---, S RE 
S$ 十 1 个 齐 次 线 姓 方程 。 这 显然 给 出 vr? —0,5=— 0,1, es 
与 假定 rP =a® 闪 0 矛盾 ， 所 以 阶 不 能 超过 25. 
为 了 构造 形式 为 (7.2) 的 25 阶 稳定 化 方法 ,考虑 方法 


b> YERO | 5 cin | 
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- [£ Z gruo] [Sv] E 


fro {= 


= h > > b(n) Casi + OnVeri)s (7.22) 


一 站 s=0 


其 中 c 是 在 引 理 7.3 中 定义 .显然 这 个 方法 具有 《7.2) 的 形式 . 容 
易 验 证 , 它 自动 地 满足 稳定 化 条 件 (7.13). 通过 选取 c 使 根 Cp 满 
E Spl <1, p= 2, 3,-+-, k PIE (7.22) 为 稳定 化 方法 . B 
实 上 ,由 引 理 7.2, 引 理 7.3 和 引 理 7.4 可 以 推 得 任何 一 个 阶 eS sS 
的 稳定 化 的 方法 (7.2) 均 可 以 写成 (7.22) 的 形式 。 

现在 令 rP A (7.21) 确定 ,其 中 p= 1S, 由 于 vP=1, rp, 
s=0,1, -S 是 唯一 确定 的 。 由 和 党 系数 线性 多 步 方 法 的 结果 ,只 
要 & 充 分 大 ， 阶 为 25 的 显 ( 隐 ) 式 第 系数 线性 《 步 方法 是 存在 的 . 
可 以 选取 好 ,7 一 0,1, 4 一 1 (RK), = 0, 1,…, S, E 
得 对 于 p= 25, 满足 必要 的 阶 条 件 (7.9)。 利用 这 种 构造 得 到 阶 
为 25 的 线性 隐 式 (或 全 隐 式 ) 的 稳定 化 方法 (7.2). 定理 证 完 . 

如 果 根 据 上 面 定理 证 明 , rE, s = 0, 1,.…, $5， 是 唯一 确定 
的 ,于 是 由 p = 28 和 (7.21) 推 得 有 | - 

> reag] b> 5 2 =D. rE O, | 


$=0 1=0 


一 eri2n 十 DC2StD， (7.23) 
BD (7.23) 的 左边 部 分 是 ec “9 AY CS, S)Padé 近似 . 

若 将 (7.22) 应 用 到 方程 组 》 = Ay, HAR Q, = 一 和， 则 
(7.22) 的 右边 部 分 为 零 , 而 得 到 对 ys 的 差分 方程 .这 个 差分 方程 
的 特征 多 项 式 的 主根 是 (7.23) HAUS, BRM brs P= 

3,，… ,不 。 因 此 ,方法 (7.22) 将 具有 好 的 稳定 性 质 . 


$3 可 变 系 数 多 步 方法 的 稳定 性 分 析 


为 研究 形式 为 《7.2) 的 方法 的 稳定 性 质 , 5 Emit HAAR 
性 方程 组 
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y 一 Ay, V(t) = Yo, (7.24) 
其 中 4 是 m x mY Se. 设 2 一 1 e, m BREAD 
特征 值 , 并 且 有 Rel; <0, FÆ: — co 时 ,(7.24) 的 所 有 解 均 
Bia rs. Oo 

定义 7.6 形式 为 (7.2) 的 方法 称 作 4 稳定 的 ,如 果 将 方法 以 
O, = 一 4 应 用 到 (7.24)， 对 所 有 国定 正 步 长 所 得 到 的 差分 方 
程 的 解 , 当 nn 一 co 时 均 趋向 于 零 . 

试验 方程 (7.24) 比 Dahlquist 定义 4 稳定 性 所 用 的 方程 稍 一 
般 些 。 在 Dahlquist 的 定义 中 ( 见 第 一 章 定义 1.4) 的 方程 对 应 于 
选取 (7.24) 中 的 4 为 4 一 11，、 其 中 1 是 具有 RA<0 的 复 常 
数 ， 四 
定理 7.3 BY ps 的 形式 为 (7.2) 的 稳定 化 方法 是 4 稳定 
的 充分 必要 条 件 是 系数 P, s 一 0, 1,"…*，5 EBT e 
的 有 理 近 似 


R.(hA) = > rpa] 


S 


O ASe] om 


HERA A> 0 满足 
o(R,(CAA)) <1, (7.265 
其 中 o( B) 是 矩阵 五 的 谱 半 径 . 
(R,(AA) 的 形式 (7.25) 保证 对 任何 7Y 各 均 有 
R,(hA) 一 es4 + O(A5*)) 


证 明 ”按照 下 面 的 步骤 可 以 得 到 一 个 直接 的 证 明 : 应 用 引 理 
7.3 和 引 理 7.4 形式 地 导出 (7.22)， 然 后 按照 定理 7.2 后 面 的 说 明 
得 到 2 阶 有 理 近 似 。 但 是 这 种 证 明 方 式 不 能 推广 来 处 理 试验 方程 
为 y =A 的 情形 。 下 面 的 证 明 易 进行 推广 . 

将 形式 为 (7.2) 的 方法 以 Q. = 一 4 应 用 到 (7.24), 得 到 差 
分 方程 | 
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| S Disi = 0, 07.27) 
aa ae oe 
Di = D YPK AY. © (7.28) 
TE TT E 


na = [Ynys YRrk2s "s Ynys Yal» 


可 以 将 方程 (7.27) 写成 单 步 递 推 的 形式 


Qari = Cres | (7.29) 
—9;'0,_, —O;'0,_, ++» PD —O;', 
7 0 0 0 
C 一 0 T = 0 0 (7.30). 
0 0 ©, I 0 
和 7 是 m X mAAR. 


ABRES (t) 的 根 Or? 一 2, 3,…, 是 不 同 的 情 
形 ,并 且 定 义 km X km 块 Vandermonde 408% 
ri tl el +++ CET 

I Sid Od + gI : 

V =| ee l (7.31) 


了 1 l «+2 f 
MER AHR AACA Gautschi [56]) 
yl Onl Ol ++? val 


pd Val Vo31 ves vad 


了 一 一 (7.32) 


ti vgl U pal .., U pal > 
其 中 pw, r = 1, 2 tty Ry Vi, i= 1,2,» k, 1 =2 n, RB 
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gue. mm hi 


a o 
易 看 出 ， 这 里 定义 的 ki 与 引 理 7 3 中 定义 的 py 是 一 致 的 ， 
由 于 方法 满足 稳定 化 条 件 ， 有 i 
> LD; = 0, | : (7.34) 


应 用 这 个 方程 由 VV = = I 所 得 到 的 恒等式 ， 我 们 得 到 

: A 0 0 oe 
A: GI 0 
A 0 Sl 


其 中 SE 


k 
A, = I -r DAE > (Dj — mrt), 
ae 


(7.36) 


A: 一 一 pgP >) (9 — Pd -e(a =), 


a ,， 5 ta Ea E ad 
` , ™ 


TE mRe A p E Do A A a a 
a n 一 = = aai | bl»: yr 2, Bees, othe MS €7.37) 
a oC ) = a(t tx) ax of AI. ve 907238) 
“这样 ， AE u: aly RS u -> 00 o FER te 0 0 的 这 要 条 
goede bag UE Ay « i E E a. 39) 
在 根 Erb, 850° eT REKUR, 
只 要 将 块 Vandermonde Æ EV HSJ AIR Vandermonde H 
BE, 即 换 成 按 下 面 的 步 又 得 到 的 矩阵 ， 着 fostu ss Soe, t= 
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Cota, MEH Coree RES p* + 1 Fl dahs Gp* its EAS] 
再 从 第 r+ ARAR p 列 并 除 以 #， MER, RASAH 
‘Vandermonde 矩阵 
o I eee GFL k- Du =] an 
| yeei 


EE Dr = lra 一 = Lotan ， 册 可 重复 上 述 过 程 和 到 相应 的 
合 块 Vandermonde amp, 
由 (7.36)， (7. 27) 和 引 理 7.4 得 到 


on [È C= mrja Sreo hay 


Ji= 0 


一 ju $ > VPC — —hA)‘ 


7=0 f=1 


i=1 


re + > r+ H SP Dy rf ede hay 


-5 2 cy re -4 


因此 A 一 RGA). 定理 证 毕 
o R 人 043 是 任意 选 定 的 ， -RA RGA) = 
e4 + OCSE, 但 是 ,对 于 阶 PCS) 的 稳定 化 方法 (7.2) :选取 
TEAK TP .满足 (7. 入 的 ?个 关系 式 , 这 保证 让 RAA) = et 
BROCE), 上 归 外 还 有 8S 一 如 :个 参 数 可 以 选 成 使 得 (7.26) 成 
V. 这 样 的 选取 是 可 以 做 到 的 。 因为 在 极端 的 情形 RMT 
HeY, s 二 0, 1,.. S, 45- RhA) 是 e4 的 (S, S) Padé 
me BE: RD: aois O Da" 这 时 (7. 26) EPO 
EB] ot ay 8 aE ET 

ian 在 S=}, 2 的 情形 ， ee ATL SA 1.1 | 中 的 证 明 ， 由 定理 
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mae 


7.3 可 得 到 下 面 的 推论 ， : | 
推论 7.1 对 于 S 一 i p> aE (7.2) % AB 


ENERE TP > — 


推论 7.2 Hs 一 2 Mt PS 2 的 稳定 化 方法 (7.2) 为 4 稳 
定 的 充 要 条 件 是 re > AY 1 一 2r? + 47? D0, 


定理 7.3 说 明 稳定 化 方法 (7.2) 的 4 稳定 性 只 依赖 于 真 解 的 
有 理 近 似 的 向 定性 ,寄生 根 Op, P= 2;- s, k 不 影响 稳定 性 ， 

由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 , 4 稳定 性 是 针对 试验 间 题 (7.24) 的 
数值 解 的 性 质 。 当 方法 (7.2) 应 用 到 一 般 的 初 值 问题 (7.1) 时 ,其 
ARRI Jacobi 给 阵 将 随 e 而 变化 ， 我 们 只 能 选取 03y. 为 在 当前 
的 积分 区 域 中 一 91/8y 的 近似 。 另外 ,为 了 减少 计算 量 ,也 不 需 
要 每 一 步 重新 计算 0,。 为 了 说 明 对 于 一 般 情形 ,在 大 的 : 的 区 域 
中 应 用 固定 步 长 时 ,希望 方法 具有 什么 样 的 渐 近 稳定 性 质 , 我 们 
旁氏 变 系数 的 试验 问题 


y = ADY; y(t) =o, (7.40) 
当 £ —> 0 时, (7.40). 的 解 趋向 于 零 的 一 个 充分 条 件 是 对 所 有 t 有 
nu[A(z)] <0, (7.41) 


其 中 (A) = lim (Hl +AA — 1)/h 是 矩阵 4 的 对 数 模 。 


现在 还 没有 得 到 有 : 的 判别 准则 来 保证 在 定理 7.3 的 意义 
下 方法 (7.2) 应 用 到 方程 (7.40) 的 稳定 性 。 定理 7.4 给 出 了 方法 
(7.2) 应 用 到 方程 (7.40) 的 数值 解 的 一 个 界 ， 

采用 定理 7.3 的 记号 , 另外 定义 


Bsi(10) = br ewo [E ro], 
j= 0,1, e, k=1 (7.42) 
Al Yo = maxlly;ll,, 1 = 0, PERES 《一 1, 其 中 | | lo 表示 最 大 
定理 7.4 将 形式 为 (7.2) 的 稳定 化 线性 隐 式 方法 应 用 到 方 
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程 (7.40)。 假定 方法 的 特征 方程 的 根 是 不 同 的 . 令 
O) K, W Li, i= 0, 1, 2 …，? 是 正常 数 (K > 1), 使 有 


M . 
l [R (— hQ) lo SKW”, 0 SA Lhe <iu Sy 


> IB, 109, Jlle * io. 十 “Ais le — List ! 一 0, Le , n; 


Gi) ñ, ur, Erp r = 2, 3,."*",k 是 正常 数 ， 使 有 
一 | | (gw + D> > 1 = maxu; 
E, | 
GH) a RV 是 常数 ,使 有 
oi e` “一 max(W, KA + e,r = 2, 3,°--,&), 
Ve i Re Re eek 


ranan York BR, 即 


四 四 Je < K*Y jexp [ata + 1).+ AK** > Li. (7.43) 


一 由 (7.43) 可 以 看 到 ， nR > L; < oo, 或 者 hK**maxLi< 


c, 则 当 2 —> co 时 ， 有 ys, 一 0. 在 证 明定 理 之 前 我 们 需要 下 面 的 
结果 . 
引 理 7.5 S (y,} 满足 差分 方程 ， 
Yati = (C, 十 AD a)Y ns 
其 中 C, 和 D。 均 是 矩阵 ,满足 


(i) p2 Ci] < Ken, 0 < < iy <n, K 之 l, 
i=] | o | 
(ii) ID: = Li, i = 0, 1 ny | 
于 是 如 果 K* = Ke, WA 


ynall < Kllyoliexp [a(n + D +4K* YL]. (7-44) 


i=Q 


这 个 结果 是 Strang 5| 理 的 推广 。 将 Strang [107] 中 给 出 的 证 明 
稍 作 修改 可 以 证 明 这 个 引 理 。 
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定理 7.4 的 证 明 ”将 形式 为 (7. 2 ) 的 线 狂 隐 式 方法 应 用 到 方 各 
(7.40), 得 到 差分 方程 组 


DCn)yotk = b3 [一 一 和 i(n) + AEIC2)] yy、 | (7.45) 


ee j=0 
其 中 | 
O(n) = X YERO, i = 0,1,...,%, 


s= 


Ei(n) = > DPR Q3 COn + Altns;))» 


.Fe0 


1 王 0,.1],..……, 一 1. 


将 (7.45) 写成 单 步 的 形式 ,给 出 
Nan = (Ca + ÁD n)a, 


其 中 
C, = as 
PrP) — Drala) +++ Orla) Bon) 
| I 0 e. 0 
0 ,| -I 。 0 
0 
0 i 0 
和 
= D, 
era (n) PFa) Eraln) +++ Or Ca) Eola) 
0 .. 0 
0 0 
Y = VV. diagll, w2l,---, ul), 


其 中 了 是 Vandermonde 4a i (7. 31), 而 4,7 = 2,° *s k 由 本 
定理 给 出 。 
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M M . | 
fear) PC 


ati 0 
|. 一 AG) Col _ eee | 0 ` 
PC 一 | (7.46) 


1. | os | : 
去 Al) 0 veo. QE A, 
其 o oo a 
AiG) = R :(—Q;.), 


A (J;) 一 全 (Ai(1r) — I), r = 25 35°°', k. 


Hi 
因此 ,由 定理 的 假定 G) 和 (ii) 
o ARAA) < KW 
1 | 


(7.47) 


max 


Cr (KW + 1) + tA <E, + LAF 
Hı 


: r=2,3,-°° k. 
所 以 

ll ICT |. < 

| max] Kw", | | 

Kle, 十 | 六 ur = 2, 3, . “yk. 

对 于 天 一 1 的 情形 ， 不 等 式 (7.48) 了 立即 由 (7.47) 得 到 . 如 果 用 

K = K* >1 RË K 一 1， 则 由 定理 的 假定 G) 和 和 矩阵 (7.46) 的 

形式 ,(7.48) 中 的 模 最 多 增加 一 个 因子 K*。 因 此 不 等 式 (7. 48) 对 


于 天 过 1 也 成 立 。 最 后 ,由 于 u >l, r= 2, 3,..*,， 
IP lla < IY Ile < diag], ul, , ul lllo = ||V loot, 


aa 


(7.48) 
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因此 ,由 定理 的 假定 Gi a me Pm A 
M 
Io 
i=. 
还 有 mt Ww og, ， 
k—1 to epee i | | a, 
[Dilo < Dy [Bs HOI > HOF + AGH Mes A > 


aginst ER 

对 于 六 法 的 特征 多 项 武具 误 重 根 的 情 撒 ， 可 以 得 到 类 似 的 定 
理 , 但 证 明 中 用 到 的 Vandermonde EMC AB RO Vand. 
ermonde %4. PeO T ms 

在 完全 隐 式 方法 的 情形 ， 稍 复杂 一 些 . 可以 交 站 再 75 作 
面 的 推广 ,再 进行 处 理 。 

FY 满足 差分 方程 

Uy = (Ce EAD ny 
其 中 (1 +AE,) ERR, FE E 

Yny = [Ca + ACI je hE —E,C, DI. 

S| ， 7.5 的 假定 Gi) 换 成 

NCI + bE) (— BC， + Doll = Li 04 1 2 n, 
则 引 理 7.5 WARR. ;| 

因此 ,对 于 完全 隐 式 方法 ， 只 要 将 定理 74 RE (ii) BL, 
的 表达 式 作 一些 活 当 RE, SR BETA AS Se 


Sk be ty 
SIM paket, 


. ‘4 A 1 RETRO 
这 一 _ 书 给 出 -此 形式 为 73 的 志和 志方 法 类 wore 
和 7.4 外 ， 所 有 的 方法 均 是 线性 隐 式 的 . 方法 中 出 现 二 KAFR 
参数 类 a, pMa, b,c. 下面 给 出 了 为 保证 也 稳定 性 参数 必须 清 
足 的 条 件 : 除 这 些 条 件 外 ,参数 是 自由 前 . 对 于 每 二 类 方法 ,还 给 
出 (7. 25) 的 RGA) 和 局 部 截断 误差 (T.E) 
= TE. =L; 


‘ot 53- 


方法 71 S=1, k=], psl, 2 
a =], ay 一 一 1 eo 
bi” | pO =] — b, Eos or 
qi qi) = —a, 

R 0) = [I 一 (a + b)hA)"(1 — (ait b Ayit]. 


T. E. = a caer 一 ‘s) ro) ya 十 OWT 


| 
Cy 
w 


| 
六 


n [] 


Lir 


mR 4 b= a= 0, 则 有 ene 
TEA re By) + OCA). - 


若 一 0, 给 出 线性 隐 式 方法 、4 pot, 2 = 0 给 出 梯形 法 ， 


方法 7.2 S = l, k = 2, p aa 2 ` i Te ° | aan ‘ y 
APA, aP mH ag D aP ey 


Ha a ten epn UA 
b” = 0, bi? = z767 _ - d), Ki 一 一 2 C1 +4 ; 


a9 = —, aP =], EN Gt o i a ys 

R,(AA) = E [eta 
af. oy oo J 

1 


T.E. = k fe (5 +a) mo +2 avr} + OC), 


“4 > 


方法 7.3 ‘Ss = 2; Re 一 2, ‘ps = 2 pos S o 7 : Pode 


so 


co “=i, onsen 0S a: 


BP = = + (3 一 a), oa —4 Lay + Dn 


` } 3 


aP = a, a 一 ace 一 a) 一 all + a). 
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aP 一 ta — a) + aa, bP = À, 
bP = —— + a — bC H a) —e, 


HP = >a — aa + BCl + a) +c, 
ay? = b, a” = c, ay = —b—e, 


这 类 中 的 方法 都 是 线性 隐 式 的 ， 如 果 —l<e <l, 4b > 2a — | 
之 0, 方法 是 4 稳定 的 ， 
RRA) = [I — ahd + bET’ 


。 | 一 (a 一 LyAA + (+ —a + 3 wa 
' T.E. = wi (5 + a) yN) + |+ (1 +a) 
+ > a(1—a)+4(1 +2) + | Oy) - 


A (E OY} + OFF), 
SANS DE 72 AHON, 但 是 在 方法 的 形式 中 含有 现 
多 的 自由 参数 供 使 用 者 选取 当 。 一 于“ 一 0 时 ,又 得 到 


方法 7.1. 
方法 74 S=2, k= 2, p=3,4 0 ae 


) , 
Pl, a le a =a, 


Loe, 2 | 
bY = T3 (5 ta), bP = 3 Q >a), 
(0) ~ .1 Br C E D ee Lora A 

bP = ——1+ 5a), aP = 2a—-=— (1 + 2), 
12 12 
aj} = = a — 2a(l Hay, af? = 5 (1 = 3o + 2a, 
| E 7 

b2 =a — b, bp 一 一 T tal = a) + 2, 
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Bb) = ms a — aa — b, aP =b, e = 一 22， 
=h. 
这 是 一 个 完全 隐 式 方法 类 。 满足 一 1 <。 <l, a> > 世 的 方法 
是 也 稳定 的 . oe 
Rha) = at - (5 十 2a) hA + ewe} 7 


J + (2 - 0) ha PA + (Eo a) ra); 


a 
` ， - l] 


1 1 
T.E. == wy ] -+ . 64) 十 |- 一 十 2 
E= k VAG a) yC) 36 | a) 
hat a) + b | 949G) + LOIG}, 


90 


HEH T. E. 的 公式 ， 为 得 到 4 阶 的 方法 ， 必须 取 a 一 一 1 得 到 的 
方法 是 Simpsorr 法 则 的 稳定 化 格式 : 册 于 不 满足 严格 的 根 条 件 ， 


它 不 是 也 稳定 的 .在 这 种 极限 情形 , 当 w > co 时 ， 寄生 解 仍 是 有 
寞 的 ,但 不 趋同 于 零 . 


TE. = hi |- = ki yO) - —. oro} + Om). 


方法 75 S=2, k=3, p =3, o 
a =l, o ay = —l — æ, 
0) = æ 十 B, i , Poe, 

oO = Ol. (3 Sa), 
| D; 12 -= 

AY =n 20; ae); 2. 5 2, 

É | i 
BO, ee 16 ta 十 58)，、: a EA 


2 5 
a 25§ o 


5 外 一 一 [一 15 十 cc 十 8 一 ?4e(1 十 ac)]， 


12 


(Pm [4— P+ bala tA], = 


aP => [—5 — a + 38 — 24a8], 


bY = 0, bs 一 一 一 + a(l—a)'— 4, 
bi? = 二 + a(3 —at 8) +2, 


bi) 一 一 二 8 一 a(2 — $) —4, 

=a,  . aP, 

a; = —3a — 2b, ay = 2a + b, 
这 是 一 个 线性 隐 式 的 方法 类 。 车 将 a, 8 记 成 a= hth, b= 
55， 则 如 果 选取 ,8 使 有 gl <1, i= 2,3 和 如 果 a>, 
方法 是 4 稳定 的 ， 

R,(AA) = | 一 (+ 十 2a) hA + aA | 

、3 


(+ 0) 
T.E. = h’ er (9 ba + BOG) + = (14 + a 十 28) 
: 十 一 a(17 +a—6)+ 6 | Oyz) 


+ Ga + 6)0'¥™)} + OU’) 


H T. E. 的 形式 及 了 稳定 性 的 a, 8 的 取 值 范围 可 知 不 存在 和 

P 的 什 使 方法 的 阶 超过 了 ,并 且 保持 4 稳定 性 . 为 了 达到 阶 4 , 必 

FSE S = 2 AR = 3( 完 全 隐 式 ) 或 《一 4 (线性 隐 式 ) 的 情形 ， 
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下 面 是 稳定 的 线性 隐 式 方法 的 一 个 特殊 例子 , 其 中 选取 的 

自由 参数 使 给 出 了 方便 的 系数 . / 
方法 76 S=2, k= 4, p 一 4 的 特殊 的 了 稳定 线性 隐 式 
方法 . 四 
a = 1, am —1, m0, gi? 一 0, a? 一 0， 


(0) = 0, bo om z, py = — 29 pw — 37 pO — 9 


247. 24?” 24° 
Pal wo — 43 M27 W 37 (D am 9 
24 ` -24 24 24 
1 1 
‘Pp zm 0, bi} -一 = by = 一 7: bY 一 =, b” = 0, 
aP = E, aP = H, Pm H, Pm +, aP m O, 
4 `; 4 i2 
-i 
R,(hA) = i — tpat t pa] 
2 12 
下 
7 12 J. 
= j’ E y(r) + Oy") 
720 
+E Oy) | + OUS), 
本 章 WR 注 


本 章 的 材料 主要 取 和 Lambert 和 Sigurdsson 的 的 [70]。 
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第 八 章 边界 层 方法 
$ 1 Sea RARER 


奇异 摄 动 的 微分 方程 组 是 一 类 很 重要 的 刚性 方程 wA HK 
求解 奇异 摄 动 组 的 解析 方法 称 作 边界 层 方法 .可 以 利用 这 些 方 法 
来 构造 求解 刚性 组 的 数值 方法 。 按照 这 种 思想 推导 的 方法 称 为 边 
Fe MBA. | | 
” ”这 一 节 我 们 将 简单 地 介绍 Taxon 的 极限 过 渡 定 理 和 Bacu- 
JIbeB3 RUBE a ARSE RA ARAA. 它们 是 求解 
许多 间 题 的 基础 。 : 
”考虑 管 第 分 方程 组 
pZ = Fle, y, t), 
eo (8.1) 
dy : oo 
de = f(z, Y, t), 


其 中 z 和 是 M 维 向 量 函数 ， y 和 ff 是 攻 维 向 量 函数 ， H > 二 0 十 小 
人 参数. 
给 定 初 始 条 件 (为 简单 起 见 , 令 0 一 0) | 
z(0, u) = zo, VCO, p) = Yo > (8.2) 
这 里 认为 zo 和 yo 不 依赖 于 参数 x。- 设 问题 (8.1) 和 (8.2) 在 区 间 
sS T 上 的 解 为 zU, u), YO, n). 
MRS (8.1) 中 的 上 为 零 ， 得 到 
0= F(z, 4,2), (8.3a) 


2y = f(z, y, t), | | (8.35) 
at | 


称 它 为 (8.1) 的 退化 组 ， 而 (8.1) 称 作 完全 组 或 称 作 奇 异 摄 动 组 ， 
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y RE (8.1) 的 正则 部 分 , 而 zx 称 作 奇异 部 分 。 由 (8.3) 可 以 看 出 
(8.1) 的 前 M 个 方程 退化 成 (8.3) 中 的 代数 方程 。 因 此 (8.3) 的 阶 
比 (8.1) 的 小 ，(8.3) 所 需要 的 初始 条 件 的 个 数 也 比 (8.1) 的 少 ， 
对 于 (8.3) 的 初始 条 件 的 最 自然 的 取 法 为 
y(0) = Yos (8.4) 
而 将 对 = 的 初始 条 件 舍弃 掉 。 
为 了 求解 (8.3) HF y, 由 (8.34) weit z = p(y, +) (AT 
F 一 般 是 非 线性 的 ,这 样 求 得 的 可 能 不 是 唯一 的 ,5 可 以 利用 连续 
EREE 的 性 质 从 中 选取 所 需要 的 3 DE. D 将 其 代 人 (3. 3b), 
得 到 初 入 问题 : 


z 全 = Ke, 1), Y Y> 25 y(0) = Yos | (8.5) 


它 可 以 求 得 . 9) 以 及 ZA = PG), 1?)。 称 它们 为 退化 解 . 
通常 按 上 述 方式 求 得 的 2) 将 不 满足 (8.2) 中 对 z 的 初始 
条 件 ， 即 z(0) =z. Ait, BDH: [= 0 的 某 个 邻 域 中 退化 解 
z(t) 将 不 能 任意 接近 于 完全 组 (8.1) 的 解 zx(*，w)， 但 是 要 问 在 
这 个 邻 域 的 外 面 O 是 否 能 任意 接近 解 eC, p) 和 在 O<t< 
T 上 退化 解 yO 是 否 能 任意 接近 yO, u)? 按照 (8.1)、(8.2) 所 
具有 的 条 件 和 解 了 一 p(7, 1) 的 选取 方式 , 这 个 问题 的 答案 可 以 
是 肯定 的 也 可 以 是 否定 的 . 下 面 的 定理 8.1 将 给 出 一 个 肯定 的 
结果 . | 
为 了 给 出 定理 8.1, RNI FRR: 
| 在 变量 (2,7,1) 空间 的 某 个 开 区 域 G 中 ， 函数 Fle, 
y,¢) 和 e, Y, O 连续 并 福 足 对 x 和》 的 Lipschitz R. . 
1 在 变量 (y, 中 空间 的 某 个 有 界 闭 域 六 中 对 于 (zx, OA 
. 程 F(z,y, 1!) 二 0 REOR) <= 70,1), HRRER 
19,1) 是 在 五 中 的 连续 函数 . 
-2,4 (y,:)ED 时 ,点 (32.7, 96 G. 
3. Æ D 中 根 z = p(y, 1) 是 孤立 的 , 即 存在 ?7 > 0 使 当 0< 
lz — ply, Dl <q, (yeED 时 ，F(z, ¥, 1) = 0, Es 
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I (8.5) 在 区 间 0<: <T 上 有 唯一 解 Fa); HH Yc 
[0, T) 时， 点 GO, AED, KEDER DARADE A 
另外 ， BEE D 中 沙 数 KoU, 1),¥,¢) 满足 对 ?的 Lipschitz 余 
He " : 
现在 引进 辅助 微分 方程 组 


#2 Ry A (rE0), (8.6) 
dr 


其 中 ”和 + 看 成 是 参数 。 HW, 4 OHNE dD i, F= p:e) 
是 (8.6) 的 孤立 静止 点 。 构 造 条 件 OOA 

IV (8.6) 的 静止 点 Fe PO) ) WF Os Ne D se Jla- 
HYHOB 一 致 渐 近 稳定 的 .: 

.这 表示 对 于 任意 的 € > 0, 存在 a(8), 使 当 15(0) ~ 9, 
t)i 二 é(e) NH, A E) — p0 ON <E, 当 r> OR r o 
At, (r) — ply, t). paoa. 

, 在 条 件 IV 满足 的 情形 , 根 5 z= os D 次 作 丰 区域 iik 


定 . | 
st Y= Yos t= 0 ans a. 8). 
ie es 
RERA 9 


: BLO) = 2, 8 
因为 一 般 来 说 初 拘 值 Zo 不 接近 于 静止 点 p(y6, 0), Aifg ys: ti 
co Et, (aja (8.7), (8.8) 的 解 FO 可 能 不 趋向 于 ply, 0). G 
我 们 提出 条 件 Lo 

VY 问题 (8.7)…(8.8) 的 解 207) 满足 条 件 
Lar) > eo, 0), r> okt, o 
. 2. Cr), 7, DEG, 4 T Son. JO 
在 这 种 情形 ,. 将 称 初 始点 20 ATREA 2 z= « pl, o) pe 
WRR. HTEERERREA 2 = pO 0), BON TBR 
分 控 近 它 的 后 均 属 于 它 的 影响 区 域 ， | 


+ an 261. ae 


Taxogoa 给 出 下 面 的 定理 . 
定理 8.1 (Taxoaoa 定理 ) AA :I 一 V RY, 则 可 找到 党 
数 m> 0, 24 0O<n~cw WH, ERA OSST EAS 
(8.1). (8.2) 的 解 sU, a), 9G, #) BE 唯一 并 且 满 足 极 限 等 
式 | | 
limy(, p) = yU), 4 0 < IST tt. (8.9) 


lime(s, u) 一 24) = PG), t), 5 <i <T RY... (8.10) 


这 个 定理 的 详细 证 明 见 Bacunesa 和 Dyrys [114], 从 证 
明 中 还 可 以 看 出 yO, u) 的 极限 过 程 (8.9) 关于 4 [0, T] 是 
一 致 的 ,而 eC, xz) 的 极限 过 程 (8.10) 对 于 ce [0, 7] 不 是 一 致 
AI MEP re [为 .71 是 一 致 的 ， AR f% > 0 可 以 任意 小 ， 但 当 
A 0 时 是 固定 的 . | 

定理 8.1 说 明 退 化 组 (8.3)、(8.4) RO 2G@); 50) 与 完全 组 
(8.1). (8.2) RO 2G, Ajs VO, pK) 之 间 的 关系 。 当 # > 0 很 小 
时 可 以 用 y@) 作为 yt Ap) 的 近似 ,并 且 在 区 间 0 委 : 上 委 了 .上 
”具有 一 致 的 精度 。 WF eG) 情形 就 不 同 了 ， Ær 一 0 处 ，3(#) 
与 20,4) 之 闻 的 差 为 zo — z(0)> 一 般 说 来 是 不 同 的 于 是 在 
: 一 0 的 某 个 邻 域 中 ，z(:) 不 能 作为 x(1, 由 的 近似 。 但 是 在 
这 个 : = 0 的 小 的 邻 域 中 z(1,p) 迅 速 地 从 z 变化 到 接近 :于 3(z) 
的 值 。 这 种 现象 就 是 边界 层 现象 ,而 这 个 小 邻 域 为 边界 层 区 域 ( 简 
RURE) MER 0<AS ST E 2) RH eH 0 
的 z(e, 4) 的 一 致 渐 近 的 近似 . :这 里 而 是 固定 的 可 以 取得 任意 小 
的 值 . 

但 是 定理 8.1 并 未 给 出 这 些 渐 近 近似 的 精度 ,只 给 出 一 个 m 
性 的 站 果 。 自然 想得到 在 区 间 0<:<T 可 以 有 以 任意 精度 的 
YU, u) 和 z(t, u) 的 一 致 的 近似 . . ,为 监 在 下 面 给 出 一 个 算法 ， 
使 对 任意 整数 ,给 出 上 共有 精度 0(o 的 U, a) yG, p) 对 
Fe (0, TIA SU ESE, 因此 ,需要 将 定理 8.1 1 ARE 
加 强 . 将 条 件 工 改 成 : ont who oN 


e 262 « r 


OY BAR F(z,y, D 和 fley, t) 在 区 域 C 中 对 所 有 变 
BEAM AER ER SR. 
定理 8.1 中 网 条 件 IT, TT, V MAEM TL, HL Vs 
定理 8.1 的 条 件 IV BE KDA 


# — F(E, 9,0 O, 1 为 参数 ) 


的 孤立 静止 点 $f 一 p(y, :) 对 于 万 是 一 致 新 近 稳 省 的 . AT 
立 下 面 的 近似 ,我 们 需要 更 具体 的 要 求 。 用 uO, NGS, 2,… 


M) 表示 矩阵 FOD y = (2E) ,的 特征 值 ,而 


用 LO 表示 矩阵 F.C) = FOGO, DO) DEEE, 
即 有 LO = ay), 2), KB FG), zle) = G0), t) 是 退化 
#8 (8.3). (8.4) RIRE. SURFED Ty": 为 

IV’ i KIT 7 

Rez) < 0， 当 o<rcr, i= l,--+,M, (8.11) 
BR (8.11) 为 稳定 性 条 件 . 

由 于 Fest), Y, D) 的 连续 性 推 得 LU. D 的 连续 性 ， 
FEER n> 0, EK D, = {(y, 2): lly TAOLA 0< 
:TIED, 并 且 对 于 (y, 1) € Di， i=1,2,...,M 有 

ReO, )<—-a<d (8112) 
(o> 0 ERTER). 由 此 推出 2 = ply, 4). 是 辅助 组 相对 于 
D, 为 一 致 的 汤 近 稳 定 静 止 点 (这 样 定理 8.1. 的 条 供 IV. (aa). 
现在 我 们 给 出 二 种 算 污 ,由 它 可 以 建立 问题 (8.1)、(8.2) 的 解 
的 渐 近 分 解 式 . 设 竖 建 立 的 浙 近 分 解 式 具 有 形式 
YL AU) = žm ws + Ta(z, ph (T= tju), (8.13) 
FH, se t o y a 
BUS p) = Bole). + ja) 4 +. “+ HEG) Forra (8. 14) 
| T(r, e) = mte) 十 allis(e) +. “+ tate) 4: 
; x 8. 315) 
这 里 及 后 面 将 用 x* RARO Ma URN MRA 
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式 ， 这 表示 对 ”和 = 将 满足 同样 的 表达 式 ，IDuz(r) 为 边界 函数 、 
记号 开 将 用 来 表示 不 同 的 函数 : Dye, Oy, MFE, Mi 等 .它们 
的 相似 之 处 是 仅 在 初始 点 的 某 个 小 邻 域 中 存在 值 ， 随 着 的 增 大 
mene WET 4,15 OW, 可 以 看 成 是 作用 在 任意 函数 
(x, F, f) LMR Ky Roster, Keats BREET ADA RID 
层 外 解 。 | 

将 《8.13) TAC. A RANE S (8. 1) 的 第 二 个 方程 
Fe p, 得 到 


十 一 一 ~ 一 F(z + He, y + Hy, 2P _ 


So dz 好 下 区 
= da dr oo 
| _ (8.16) 
: ay - aly po 
+ de 7 Bie + M2, 5 y 十 Ty, r). 


‘ K de at . | 
将 (8.16) 的 右边 恒 等 地 变换 成 类 似 于 《8. 13) 的 形式 ， 现在 对 F. 
进行 这 种 变换 (对 f 是 完全 一 样 的 ). 
_ F(z 十 lle, 7 + ITy, p) = FGG, u), F(t, u), y 
+ Flp, p) + He(r, K), YTH, 1) | 
| + yl, g), ta) 一 FSC A)» Wem, H)s re) 
TU a PHP, E 
将 分 解 式 (8. 14), (8. 15) 代 和 起 中 的 有 和 Ix, 将 下 和 HF ` 表 成 
MBO RHA a 
F: = = FGEC, Ap) YC; u); 1) 
(D+ RO) 十 … 十 PRO e FA 
二 A H- SERRO + + st) 
= Fa), y(t); 2) 十 ul F, (OAO) 十 Fy(2) 9,02) ] 
ib BALE) RG) 十 POH + FAL t- 
mit pit + wtf, + * (8.17) 
nipi RD = (25) 和 Bo = (ÎE) wasta 
(ECAs He), 1) 上 计算 ,向 量 F.C) 是 由 aCe)» vs) G=1, 
kai): ARAIAN E. are 
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NF = F(z(vp, 4) + Melt, p), 9(ta, a) 
+ y(t, p), tu) — F(a(tp, p), y(re, 2), TH) 
= F(zru) + z(t) + +> + a2, (te) + °°: 
+ Toz(T) + psz(r) 十 … + wt, e2(r) 
十 … yoktrp) 十 ayru) 十 … + + wep) 
to “+ Myhr) + ellyr) t + ey) 
fe tee Tu) 一 Pale) 十 uZ (To 
十 … tb pra (te) 十 Hote) + nyilt a) 
十 十 phy, (tp) +++, TH) 
= [F(2(0) + Moz(r), Y0) + Doy(r)，0) 
— F(2(0), y0), 0] + al Fee )The(e) 
+ Fy(c)hy(r) + Gir) ] + > 
+t LF, (elr) + F (Myo 
+ G,(r)] +- | 
mF+ighF+i-+nlF+..., (8.18) 
其 中 知 阵 Fr) 和 Flr) 的 元 素 在 点 (C0) 寺 Ia(r)， yo(0) 十 
Hoy(r)，0) 处 计算 ， 而 同 量 G(r) 由 H(t) 人 一 0 1,1, 
k—1) 的 表达 式 确定 . | 
HTAR f RA PERI 2) EK, (8.18) 的 最 后 aA SAY 
算 子 1,(k = 0, 1, 2,-++) 的 定义 ， | 
将 一 F 十 HF f= f+ Mf fA (8.16), El 


过 | 
n+ nF, 
de. dr re 
— (8.19) 
dy ally o +. yy 
u dt + dv = uf u Í, 


用 分 解 式 (8.14)、(8.15) RE (8.19) RWW 2, y, Hz, Wy, Th 

用 分 解 式 (8.17)、(8.18) 入 Í, lf RMD RS (8.19) 的 

右边 部 分 ， 然后 分 别 按照 依赖 于 * 或 + 让 等 式 两 边 的 & AK 

的 系数 相等 、 于 是 得 到 确定 分 解 式 (8.14)、(8.15) 的 各 个 项 的 方 
~ 3654 


TENACE 和 (zt)，HUox(r))， 有 
| 0 一 :Po = = F(x, ¥ Vos t), 


dyg 
OM di 


这 谷 好 BOAR (8.3) BE. 
dihz: ` 
dr 


=h = fa 7 Fo» a, (8.20) 


== 1; F == F(E) + Noe Fol) + By, 0) 


os FGW), y0), 0) | 
= F(z,(0) + Ihe, ¥o(0) + Iy, 0), 
dilay __ 
dr 
GHF (8.20), FCO), FCO), 0) = 0). 
对 于 分 解 式 (8.14)、(8. 15) 的 足 标 为 1 的 项 ,有 方程 


os = F, = FOR + O 


=) i 7° ° EE pS = (8.21) 


7 | (8.22) 
"dr 一 A ROE + POS: S | | 


dhez ILF = F (Olz + F,(r)IDy + GD， 


o . (8.23) 
dar m = IGO) + The, yo(0) + Hoy » 0). . 


一 E0), yoC0), 0); 
其 中 
G(r) = (F, (r) — F COGEO 4 + 54(0)) + (F,(r) 
~ Fy(0)) GC 0)r + yD + CF Cr) — F0) r, 
(8.24) 
ROT SERRE REIRA RCK=1,2,°°°') 的 项 有 方程 
fis ~ = Fa = Fat Bt PG), 
E (8.25) 
Ooo teshka Orn + DN + nor 
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GAZ TF = FC) yz + Fy) + Gr), 
; | | (8.26) 
TT I, af, 


这 里 fkt) 和 Fle) 由 AOF yke) (i = 0, 1,..…., k— 1) 按 
确定 的 表达 式 计 算 .。 MaA 是 类 似 于 (8.18) 的 Of 的 分 解 式 中 
pt! 的 系数 , 它 由 Me, Wy G= 0,1, k— 1) RRR - 
a 为 了 由 上 述 得 到 的 方程 来 确定 分 解 式 (8,14)、(8.15) 中 的 项 ， 
需要 给 出 初始 值 。 应 用 初始 条 件 (8.2), 由 (8.13) 得 
Z(0) 十 ezO) + + Hs(0)+ pHa(0) + +++ = ay . 
Y0) + wyi(0) + -+ Toya) + aly) + ++: = ¥%. 
(8.27) 
将 G. 27) 等 号 两 边 的 同 次 宏 系 数 相等 可 以 确定 所 需要 的 初始 条 
F. HFE RINA 
z(0) + Mol O) = zo, Fo(0) + Hy(0) = yo (8.28) 
因为 z(t), F) Æ (8.20) 的 解 ， 所 以 对 于 zo(z) 不 需要 给 出 附 
加 的 条 件 , 而 对 于 volt) 的 自然 的 初始 条 件 为 
BAOREN (8.29) 
FPE (8.20), (8.29) 的 解 将 与 退化 组 (8.3)、(8.4) 的 解 ZG) = 
POG, +), IO 完全 重合 。 这 样 ， 级 数 (8.14) 的 主 项 就 是 退化 


解 。 
5 REI (8.29), H (8.28) 得 到 (8.21) 的 初始 条 件 为 
Halo = 0, © | (8.30) 
Hal 0) = z — - 3(0). | E (8.31) 


由 《8.30) 和 (8.21) 的 第 二 个 方程 推 得 “ 
hy(v)=0, r> 0, 
这 样 ,考虑 到 (8.29), HF Melr) 得 到 
gloz = F (2,(0) 十 Te, Yo, 0), (8.32) 
| dr : o | 
这 里 z(0) = ply, 0), 不 难看 出 ，(8.32) 可 以 由 辅助 组 (8.7) 
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通过 代 换 2 一 za(0) + he 得 到 ， 因 此 (8.32) 的 静止 点 是 Is 一 
0， 由 于 稳定 性 条 件 (8.11)、 静 止 点 Is = 0 是 渐 近 稳定 的 ， 由 
条 件 V， 初 始 条 件 [lz(0) = z 一 Z0) 属于 这 个 静止 点 的 吸引 
区 域 , 则 当 = — o0 时 


Duz(r) -> 0, E (8,33) 

在 [114] 中 给 出 了 对 于 边界 函数 Mixlr) G = 0,1, >”) 存在 
BB o> 0 和 上 > 0 使 成 立 不 等 式 et 四 i 
I, x(r)I <cexp(— er), r>0, | (8.34) 


其 中 可取 满 足 <r <a 的 任意 固定 的 数 。 -因此 条 件 (8. 33) 
及 下 面 的 条 件 (8.40) 均 成 立 。 这 样 、 零 次 近似 就 完全 确定 了 - 
将 (8.23) 闫 的 一 次 夭 项 相等 ,得 到 
2,00) + Myz(0) = 0, 9,00) + Hy(0) = 0, (8.35) 
首先 状 虑 第 二 个 等 式 ， 由 于 (8.27) 的 第 二 个 方程 , RNA 


Myl) = Iy(0) 十 | Nf)as. | 


由 于 我 们 要 求 当 z 一 co 时 ， 边 办 函数 趋 于 零 ， 应 该 取 


1.y(0) --{ mf)ds, (836) 
于 是 可 得 y(t) 为 E 
= Thy) = — | Ihf(s)ds. o (8.37) 


SRE, RO 应 该 取 成 四 
yı(0) - | of)as. 四 (8.38) 

“现在 转向 组 (8.22), 由 于 RAC) <0, 矩阵 F.C) 是 非 奇 
异 的 ， 由 (8.22) HRTEM BG), ke AO 和 
fie 来 表示 ,将 aO 的 表 这 式 代入 (8.22) 的 第 二 个 方程 ,得 到 


nG) 的 线性 方程 组 。 利用 初始 条 件 (8.38) 可 解 出 ye). 这 样 
得 到 2102), (2). h (8.35) 的 第 一 个 方程 ， 得 到 (8.23) 的 第 一 
个 方程 的 初始 条 件 
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再 解 这 个 方程 可 以 确定 Tze(r), Hb Myl) BRECA. 


完全 类 似 地 ,应 用 附加 条 件 
IT,y(r) > 0, Ms T —> 0O, . g (8.40) 
kz(0) = — 200), (8.42) 


可 以 由 (8 25) (8.26) 确定 Myr), TOF OF Miel) k= 
2, 3, se) 

这 样 我 们 就 得 到 初 什 间 是 (8.1) 和 (8. 2) 的 解 的 分 解 式 
(8. 13)— (8.15), x(t, u) 是 分 解 式 (8. 13) 的 部 分 和 


w(t, 4) = > KERE) + T(r)], (8.43) 


Bacumbesa 证 明了 下 面 的 定理 : 
”定理 &2 (Bacunesa) BÆR T, T, I, IV’, VRY, h 
条 件 1 cA B RAZ a + 2 MATERA, WY ER BYE RK o> 
OM ¢> 0,84 0< u< m 时 ， 问题 (8.1) 和 (8.2) KINE z(t, 
eH), U, u) EA) OS ST 上 存在 唯一 ,并 满足 估计 式 
Ie, u) — r(t, KIL eu, OSLAT, (8.44) 
定理 的 证 明 见 11141, 其 中 还 给 出 (8.38) 和 (8.41) 右边 的 积 
分 的 收敛 性 证 明 ，， 


 $2 边界 层 型 数值 方法 


=- rl, 
1 i te ' aoe 


在 $ 1 中 形式 地 给 出 了 问题 (8.1) (8.2) 的 解 的 渐 近 展开 式 。 
我 们 在 这 一 节 将 描述 一 个 数值 方法 .使 能 通过 数值 计算 来 求解 确 
定形 式 展开 中 各 个 项 的 方程 . 


令 4 > 6 是 变量 :的 高 散步 长 ， 记 让 一 (”) 和 aw = 
(7 )。 则 它们 均 是 MM 十 mw 维 向 量 ， 由 定理 8.2 和 (8.13) 一 (8.15)。 
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W(h, u) 一 Wilh) + uW Chy + Mow (hl p) 


+ pW (hju) 十 OH). (8.45) 
假定 > 0 很 小 , 步 长 满足 
hp (8.46) 


并 与 条 件 (8.33), (8. 40) 一 起 推出 Ws a) 和 WO u) 近 
似 为 零 。 因 此 ,我 们 用 Ws) + pV,(h) 来 近似 WA). VID 
的 误差 是 OC) (IMZ e OR), 它 的 精度 提高 ). 数值 方法 是 
要 计算 Woh) 和 Wik), 但 是 仍 必须 计算 DW, 以 便 得 到 初始 
条 件 A0 这 在 确定 W,U) 时 是 带 要 的 (如 果 需 要 还 可 以 计算 
展开 式 中 更 多 的 项 ). oe 


数值 方法 由 下 面 的 步 工 -一 步 :4 所 组 成 
步 1 数值 求解 方程 
a = fC%0,°9 Vos t), mo- == Voss “8 er 
a aD) 


o= F(zo 了 Yos a | ee 
sting TOF AO 和 AO a 
步 2 "利用 步 1 中 确定 的 z0), BRRR 


7 te、 = FOF + Hoey 1, 0). tye(0) = z ECO), (8.48) 


CAERE z 的 离散 网 格 上 进行 的 ,得 到 解 序列 Doolin), j0, 
, N, 其 中 步 长 ,ia 和 尽 的 取 法 使 得 步 3 中 的 计算 满足 预先 指 
rotate i 
- 83 用 求 积 公式 计算 初 值 


ONET TOAN mf)as 
| UGO + Hats), 0), » 


， | | — ~ 100), ZO Olds, a (8.49) 
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& 一 >, ajIlof h.) E 4 


7 三世 


=r -3 aj[f(Bo(0) + ns (ih F069), » 


| — 20), C0), 0)1, l Q 50) 
其 中 a 是 求 积 公式 的 系数 ， 0 
步 4 利用 步 3 确定 的 7.60). 的 近似 值 n 求解 初 信 间 题 ， 


a = fz + fon, yi(0) = Eis oo (8.51) 


ses a. 
aa 200 = — Reo [Boos ee) (8.52) 


HERE Fa, Fy. fa fs 仍 按 $ 1 REX. 得 到 7.(4) 和 2,(A). 
得 到 Folh), AOS OM 到 (让 司 : 可 以 炳 造 问题 (8.1》、 
c8. 2) 的 入 z(t, w),: ™ ye): 在 点 h = w KRETI zis 1 A 
4 = Zo 有) 十 malh), 
FA) + HYAY. ` 
再 用 ¢ = & hee, me 中 的 : 一 0 和 用 4 PAs, Vs 信守 其 让 的 “09 
Yos 可 以 得 到 = 2h, 3h, … 上 的 近似 角 Zas Vay 235 V3", 
ESLAS ast op Himes WKY RY WA), RES 2 和 步 
3 处 理 The 并 用 来 确定 N 的 初始 条 件 。 在 这 一 部 分 中 的 计算 精 
度 可 以 比 步 1 中 的 精度 羞 一 点 。 素 实 上 , 这 一 部 分 的 计算 误差 将 
引起 (0) 的 一 个 误差 . MRE 20) 和 元 (#) 引进 一 个 相应 
的 误差 BET 08.539 BR aS 这 个 误 竹 对 字 z, i AIE 
将 至 少 减 小 一 个 量 级 ， 寺 站 ;3 EPRS 3 Ria 的 计算 精度 


(8.53) 


HAX. af oh os A ) a i À ; (0 ) 
网 8.1 考 辜 初 什 间 题 。 l 

d 
-下 = g 一 > AO = “Es _ (8.54) 

at jo 4 | = 

| dz | 1 

—— = — z + —, 2(0) = 

j dt 100° 
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1 十 ( 十 1 dob — =| eT 一 I 100 eM 
99 100 9 


Do =. \ l; `, 


1 a _ 7 7 
EIE SEEK, DME i 
> ei) 解 问题 * $ rio FY 


a} dy — a — 
Yo — ZO — Vos yo( 0) = E, 
dit - 


3 T 
LE . 4 
4 : w, 
C a - + ok ki Fn 1 | _ . . 
E a - ， 本 . . rR 1 : . l g t P ; 有 , . 
: 


0 二 
dy * T00 A i S 


得 ， TON #40) 和 ih a t BEKAR 55), 得 和 
a AUD = F j EU ES ooa re 


7 a | 


ad i)’ Ya “i= ‘thes j= 0, 1, „Ñ PRM. 
TEP a (MeL: = pg = Hye, Tye = = z- ~- 一 (0) = 
Bee S o 
E O poya acar poe 38) 


， : 


DE. 在 (3:57) 中 由 T Babe h; 的 : Ear, In FAS 


z0) ~ ~ — 1) a-u- 4"), 039 
Git) 求解 问题 。 
pee qa E 2 = a 
Ii a — 7 9,(0) = n — =) (1 — (1 — h.)™), (8.60) 


rn 。 ta. ` 
— . o ` a 7 - ki 
sm F ` . : 
Dy , l O, 


， 57 
外 一 LTS 8 ) 


ah aa 


应 用 步 长 为 5 的 Eier 方法 ,我 们 得 到 
yi(h) = (1 — A) (x 一 二) (1 — (1 a h.)®), 


(8.61) 
z,(h) = 0, 
再 由 (8.56)， 我 们 得 到 | 
aw — t (aq 
y(h) roo 7 MEF h) 
1 


2(h) >, 
100 


经 整理 后 ，(38.62) 的 第 一 个 式 子 为 


1 
h) os —— — — 
y(h) 00 + (I A) ( 一 十 和 


1 N 
+ 一 名 7 

上 面 给 出 的 算法 明显 地 依赖 于 小 参数 n. 下 面 推导 一 个 不 明 
显 地 依赖 于 小 参数 的 数值 方法 . 


记 如 一 ( 。)， 一 (”), 我 们 从 给 定 的 初 值 问题 


w = H(t, W, p), W(0)= = -(”) (8.63) 
出 发 ， 其 中 虽然 4 已 表示 出 来 ， 但 认为 是 尚未 识别 的 。 以 步 长 4 
Ye 二 的 节点 数值 求解 (8.63)。 开始 我 们 认为 (8.63) 不 是 刚性 组 ， 
Ht AUN W ERO BILE y 的 维 数 mw, 而 M 一 0， 应 用 通常 自 开 
始 的 方法 得 到 的 +: = 二 有 % 的 解 , iz WA). 然后 按 分 量 来 比较 
WoA) 和 EE&， 即 检验 下 面 的 不 等 式 


| Wo,i(h) — E;| > 6, 
I 十 |&;| 


其 中 6 是 给 定 的 一 个 小 量 。 如 果 WA) 的 分 量 均 使 (8.64 ) 中 的 
大 于 号 不 成 立 ， 我 们 就 接受 这 一 步 产生 的 W) is. 如 果 对 


7 


p= 1, N, (8.64) 


于 M 个 足 标的 组 J 中 的 足 标 (8.64) 成 立 大 于 号 ,那么 就 拒绝 这 
个 积分 步 , 按 下 面 的 方式 重 做 . 


令 
yi; = W;, 
yi = Es, 
fp = Hy i = bpt, NIBP 
AS | 
zi = Wi, 
zi = Ej, | 
F; = Hj, j=1,---,N,7€ J, 
现在 (8.63) 有 形式 : 
ay 


== f(s, Ys Ty B), y(0) = Yos 
dt | , 
(8.65) 


dz | 
“dt = PFC， Ys Z, ft) 2(0) = 295 


其 中 参数 4 仍 未 识别 的 。 但 对 (8.65) 的 右 函数 作 下 面 的 假定 : 
假定 8.1. 在 & = 0 的 邻 域 中 ,1(1, Y, z, p) 和 F(t, Y, 25.4) 
”对 4 均 是 解析 的 ,而 FO, Y, z, a) Ee = 0 处 有 一 个 单 极点 ， 
ERE FG, Yaz, p) 的 特征 值 的 实 部 小 于 零 :. 
我 们 寻找 形式 为 


IG) = Fle) + pple) + Moyle) + alale) + 


8. 66) 
z(t) = Z(t) + pei) + ps(r) + pHiz(T) + > 
YN. 对 于 外 部 解 ， 要求 它们 满足 
,ay = | to =m = — 
Ayo. pp “Yt 一 He, Fos Bo; p) + ufali, Fos B03 AJ 
dt dt | | | | | 
+ ult, Yos Zo #)zi + C.Y o (8.67) 
` 17 o 
Bae 十 H TZ = FC, Yo» Zo» p) + BP st, Yos Zos wy 
at dt 
.十 uF, Y Yos Zo; a)i + met, l (8.68) 


由 假定 , 项 下， Fy 和 了。 在 4 一 0 处 有 单 极点 . 因此 ,由 (8.67)、 
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(8. 68) 对 Yos zo 和 uYr» MRi 分 别 导出 下 面 的 方程 Gs. 69) 和 
(8.70), - 


h == Í( Z, Yos 203 u), yo 0) = Yas 
SFU, y Yos Zo He 


”为 简洁 起 见 ae f 和 的 变量 《7 Vos Foi tw 于 是 při T: 
“a, 的 方程 是 


(8.69) 


UN py, + feu, 


_ (8.70) 
d zp ; ~ ， : 
7 Fypy, + F , pz, 


h (8.70) 的 第 二 个 方程 解 出 wz ， 并 利用 (8.69), 得 
_ _1 | dzo — 
uzi = F; | 一 F yp 
= FU [—Fi'(F, + Fyf) — Fyah]. © (8.71) 
将 (8.71) RA (8.70), 得 到 确定 wy A uz cli 
CE = (fy — f FFE ,) 一 fF; (F, > Fil), 
dt ` 08 72) 
E pz, = 一 下 > Fypy, 一 F; "CF, + Fyf), er 
Be 仍 未 确定 , 但 要 寻找 的 量 on 和 az 除 初始 条 件 pi(0) 
nos ames 另外 由 假定 8.1, F, Fy, Fs 均 是 大 的 量 。 在 
(8.72) 中 它们 是 以 商 的 形式 出 现 的 。 在 这 个 意义 上 大 的 量 抵 消 掉 
7a 
为 了 确定 初始 条 件 u70), X (8.66) FLA (8.65) 
py ut) 十 Wyler) + Myl) + eyl) e 
= pf(prs Yo pT) + ppPT) + yir) + ely) 
十 … zalet) 十 pp (8.733 
meer) + popT) 十 Joz(r) + elelr) + | 
= pF Cut, yo ur) + ysl ut) + Hy(r) + ADay(r) 
tess, Bol et) 十 … p). 
2275: 


这 里 和 下 商 。 我 们 用 “ 表 未 对 变量 的 微分 . 
应 用 假定 8:1， 由 (8.73) REB My, My 和 lis 的 方 
B. WA | 
dt 
由 oy(0) +70) = y. 推出 Ily (0) = = 0, As, IJoy(7) = 0. 
对 Wy 和 M .的 方程 为 


Te — 1(0, Yos FCO) + Duz(r); p) — ICO, Yos ZCO); a), 


-0 © (8.74) 


(8.75) 
| dIlhz — . 
r 一 uF (0, Yos zo(0) + M(t); u). (8.76) 


应 用 边界 层 性 质 lim My(r) 一 0， 由 零 到 co 积分 (8.75)。 再 应 用 
¥,(0) 十 By(0) 一 0， 得 到 | 
| ry:(0) =p | 1O, Yis zo( 0) + Dosz(r)3 p) 

— (C0, Yos 20(0)5 wider, (8.77) 
由 于 Met) 当 z 从 零 增 加 时 以 指数 的 速度 衰减 ， 积 分 值 的 大 部 
分 是 由 上 = 0 的 邻 域 中 得 到 ， 因 此 用 7 = 0 的 数据 的 插值 来 代替 
被 积 通 数 会 得 到 积分 的 好 的 近似 值 . 首先 ， hanaf %(0)-+ 
fos(0) = < £03 得 到 | - a 


Duz(0) = zo — 300), (8.78) 
| 而 由 (8. 76) AS, RNA | | 
Jox(0) = wF CO, Yo, zo; p). (8.79) 


通过 对 (8.76) 的 微分 ， 我 们 可 以 得 到 更 多 的 数据 , 但 下 面 我 们 只 
FA (8.78) #1 (8.79) 来 近似 。 最 简单 的 近似 是 用 在 z 一 0 处 的 切 
线 的 方程 代替 (8.77) 中 的 被 积 函 数 , 并 且 从 零 开始 积分 这 切线 的 
方程 到 它 的 正 根 ， 按 这 种 方式 且 由 (8.77)， 得 到 


— = 1 [A0, Vos zi; p) 一 1(0, Yos zo(0); u) ] 
100) S 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
Hy C ) 2 1,40, Yos Zos u)F(0, Yos Za> £) 
| (8.80) 


T Y UW 3 


“事实 上 。(877) RRR 


- FLO, Yos 303°) 一 FOs Yos zO): y) 
bth. (05 Yos Z u) AF COS Hs Zs) mls (8.81) 
所 近似 。(8.81) 的 正 根 为 
[C Yos Yos 205. ay) a ICG, “You Z0); p)] 
uf:(0, Yos Zos Hw) FCO, Yos 703 p) 


直接 将 (8.81) 从 零 积分 到 6 再 乘 上 4 好 可 得 80) 式 , 在 (8.80) 


To = — 


. 中 的 运算 均 是 按 分 量 进行 的 . Ep EPE ERRUA E 


相应 的 分 量 . 
为 得 到 (8.77) etl HBA 4 (8.77) 


的 台数 有 形状 ze, r= On, : 


“< {a oF FCO, Yos 40> 人 一 f(9, You. 200)3 e). Be Ty 


对 微分 ,并 令 工 一 0; Be a ES 
7 d re ote yg a on 4 S de u x - ae 
| de (ae) | =o et að = uf: CO, Vos 203 u) FCO, Yos zo(0); E), 


pes y r^, 


ope E tnos Yos žo DFO a; D 


i ， . . 于 ` + . l a ` . . . 四 . [me A br 
` 一 - 4 cos j 
从 | p 有 . Pi 1 ' “ft . ~ - . r - ` fe ae 7? r ` D. b. : i 
- DEE or e oi r - ao ” . a U 3 i ` . A L . i” ， - 
r . : : ` 4 4" ” -= 


alaena O L 
| ren? | e. ee ou 
uF(0) op er ee pe a 
oo D vy E b i 2 6 i a E TE: > O PES 
、 de a ; a. . ;1 a i 
一 一 一 一 APL )] : 682) 
F (0, Yos zo; FO, Yor 203 ; 4) 


由 (8 30) 或 (8 82) 以 及 (8.72) 将 完全 确定 ， PI 和， pis, ， FE 
解 (8 69) 我 们 得 到 KORKIA A F(A). FFE (8. 72) 和 (8 .80) 
或 (8 82) 求 出 AD 和 AON RK, aes x i 
Toh) 十 PAON j 

Zo(h) 十 pay) - A 
,现在 我 们 在 区 闻 (G, 24) LES LE. 这 时 我 们 从 已 分 
成 的 (8.65) 的 组 开始 ， 作 误 差 检 验 ,将 WW(24) 当 Wa) 相 比 
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W Eh) = 


较 ， 若 W(24) 的 所 有 分 量 均 不 使 (8.64) 中 的 大 于 号 成 立 , 则 接 
受 这 一 步 ;否则 拒绝 这 一 步 ,并 按 上 面 描述 的 格式 分 组 及 重 做 这 一 
 : 步 ,在 重新 从 组 时 ,已 收 大 < 组 的 分 最 将 一 直 贸 在 = z 组 . 


TE AM 法 
531, 3% Rinne 3 、 


BE wy 
HE - cH 和 地界 尼 外 和 边界 必 和 确定 出 性 广 程 组 民 的 i a T ial 
题 ， 如 果 已 知 敏 分 方程 组 


“ae Le ‘ on 
4 eo * ~ 


EE 


eee, fU, i), KO) € ‘Re | a 7 KG 83) 


URRY SAUTE (a) 的 一 个 分 量 (例如 z6) 将 可 以 由 其 
SHER MARR. eC) WIERA RER 
个 以 外 的 (8.83) 的 所 有 方程 ,, 我们 得 到 阶 数 比 原来 的 方程 组 少 1 
的 微分 方程 组 ， 这 个 方程 及 代数 方程 一 起 与 (8.83) 是 等 价 的 。 如 
果 已 知 (8.83) 的 大 个 独立 的 一 次 积分 。 则 由 它 我 们 可 以 导出 等 价 
的 《m 一 . 们 , 阶 的 敏 分 方程 组 ; ,在 线性 微 分 方程 的 情形 ， 由 已 知 
的 大 个 线性 独立 的 特 解 也 可 以 达到 降 阶 的 目的 。 但 是 在 一 般 的 情 
形 寻 找 一 次 积分 和 在 线性 的 情形 号 找 特 解 帮 是 非常 困难 的 在 实 
际 计算 中 很 少 利用 这 种 思想 来 构造 算法 . 

但 是 ,利用 刚性 微分 方程 组 的 特殊 性 ， 可 以 尘 似 地 寺 近 出 其 角 
TORS EZ ARBRE. hth EE RAR cue 
外 ， 刚性 线性 方 灯 确实 建立 了 几乎 精确 的 向 量 x(t) 的 分 量 之 间 
多 代数 关系 式 ORISA ea BR O E EL 
Wh pete Fea REA BRM i Ben WY YR RE SE 
似 , 并 且 比 起 原始 组 来 ， amahan as. RiR 
出 实际 能 行 的 方法 来 给 出 这 个 近似 方程 组 . ; 


EMERI 
一 Az +b, i, (O= xo, aQ) ERZ, (8.84) 
a CA) ay ete O T a 


.* 278° 


. cl 
Pa: P Khk ai 


t#G. 


将 (8.84) 改写 成 两 个 于 组 

= Aut + Anr + bi, ri(0) = Vios xC) € Ri, (8.85) 
和 

dx 

dt 
公式 (8.85) 和 (8.86) 中 的 向 量 Ce) 的 坐标 是 rU) 的 一 些 分 
E. 这 些 分 量 的 个 数 和 《等 于 (8.84) 的 齐 次 方程 的 在 边界 层 外 可 
以 略 去 的 线性 独立 特 解 的 个 数 。 向 量 x(z) 的 其 余 的 分 量 组 成 加 
E n0). 实际 如 何 组 成 向 量 +0) 将 在 后 面 来 说 明 。 H An, 
An, An, An 是 由 al), a0) 的 分 量 所 对 应 的 窍 阵 4 中 的 元 
素 所 组 成 。 设 矩阵 4 的 特征 值 排 成 下 面 的 次 序 

lal > [al] vee Bag] > [agar] Bore 之 Mals 


= Ant 十 Ant 十 b;, x2( 0) = X20 9- xC) < RIA. (8.86) 


lal < (dal, (8.87) 
并 且 足 标 i< k WA, Airt 
-exp(Rea,tgit) S =, N> 1, (8.88) 


其 中 rm 是 边界 层 的 时 间 。， 
将 十 阵 4 变换 成 标准 的 Jordan 型 
A, 0 D 
4 一 人 ( ， a) UAU“, (8.89) 


其 中 起 阵 A ERA RXR, AEE h, stets Ar. RPA 
BY Heat ABE A, U, USSR RR AER 


r= (ia wa T OO ied OO 0 
he Uy, 和 Ou WMA RXR, HARE AT HA. 
ERER, S| ME A EEE y 
yi = Uar, + Unta, (8.91) 
并 二 消去 分 量 Xi， 得 
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DVi DAs + URUsAn Uy 十 DC 十 UPDad 


dt 
”一 AaU rUn — UU Ay U Uy) x, + Uo, + U4, 
(8.92) 
ea = AU uty + (An 一 AaUrUn)r + b: (8.93) 
Yi = Unity + Urn, 
ARTE IAT (8.89) 


Pd 十 UyAy = AUy, 
Udy + Urda = AUy, 
则 对 于 (8.92) 中 的 矩阵 系数 , 我 们 有 
DC4 + UmUvA Un = A, 
A + UU yAy — 4,U0URUy — UU yA,UTUy, = 0 (8.94) 


HEHHE (8.92) 变换 成 形式 
P = Ay + Unb, + Unb. (8.95) 


由 于 变换 (8.91),(8.92) 一 (8.93) 的 矩阵 与 矩阵 4 相似。 由 于 
A, 的 特征 值 Ais dig * ， Ars Fake (An 一 AUn'U,) 的 特征 便 为 
Aptis’ "13 Aine 


(8.95) 的 解 有 形式 
ya) = “NC Yio + ATU yb, + APU nba) 
十 《一 4) (Ub + Undi). 
在 边界 层 外 ,由 于 不 等 式 (8.88 ) ,上 述 式 子 右边 的 第 一 项 可 以 看 成 
是 不 存在 的 ,得 到 
yi(7) | > ~ y(r) = — AU ub: + Unb). (8.96) 
为 了 得 到 边界 层 外 的 ACD, a0) 的 近似 值 。 将 (8.96) RA 
(8.91) 和 (8.93) ,我 们 得 到 
Ux + Unt + AT'(ULb + Ub,) = 0, ¢2Tg, (8.97) 


— = (Az 一 AnUn'U n)a + b; 
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一 4DH43TLINO + Unb). (8.98) 
为 了 得 到 边界 层 外 向 量 0) 的 坐标 之 间 的 线性 关系 式 
(8.97), 将 方程 (8.85) 微分 ;一 1 次 ,并 令 ale) 的 第 次 导数 
为 零 . .在 对 (8.85) 的 每 次 微分 后 ,将 a) 和 nO 的 一 阶 导 
数 分 别 换 成 (8.85) 和 (8.86) 中 的 表达 式 ， 这 样 , 当 上 之 re 时 ， 
al) 的 (一 1) 次 导数 认为 是 拟 稳定 的 。 下 面 来 说 明 这 种 处 理 
的 合理 性 . E 
对 于 解 向 量 的 和 阶 导数 ,有 


s sul . | 
d‘x — at (Ax 十 b) == A'r 十 ATD, 


由 表达 式 (8.89), (8.90), E 4 BREN 
(0 Doçi a ye wa 
On On 0 Ai/ Un Un 
_ (20h + OnAiYa QuhiUn + Oah 
QnAiUu + OnAiUyn QaAiUn + Agu.) 
对 于 问 量 x(:) 有 


a‘ S f J 
s = (QuAiU, + QA: Uy) x: + (OA; Uy 


+ Op,AUn) x. + (Qun AT Uy + OnA7 "Uy )A 
+ (QuAi Uy + OAs Un) ba, (8.99) 
形式 上 令 向 量 dx dz HB. 这 时 的 a) 和 ale) 分 别 用 
和 (六 和 x1) 表示 ,再 用 AO 左 乘 (8.99)， 我 们 得 到 表示 式 
(Un + AVOROAU nH) + (Un + A OWOn4 Un) A) 
+ AD[CUy + AP ‘Om QnA Uy )>, 
+ (Un + AP On'OnA;"Un)b,] = 9, (8.100) 
如 果 选 * 的 值 使 得 ATMA «1, W (8.100) 的 每 一 项 的 
第 二 个 加 项 都 可 以 忽略 掉 , 得 到 (8.97). KE || : | 指 任 意 采 用 的 
矩阵 横 。 公 式 (8.97) 还 可 以 改写 成 a0) 的 显 式 形式 . 
z -+ UU pe, + URA Unb, + UPA Unb = 0, 
根据 (8.100), HAE, A. d: ERRA MRKA 
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UU, © D(QuAiUn 十 OuA3Un), (3.101) 
UnA Un œ D,(0 AT Uy + OnAz Uy), (8.102) 
UnA Un (OA UU + Qui Un), (8.103) 
其 中 
D, = (OuA{Uy + QnA iUn), a 
因此 , 为 了 寻找 边界 层 外 (8.85) 和 (8.86) 的 解 。 可 以 利用 维 数 较 
小 的 微分 方程 组 (8.98) 和 代数 关系 式 (8.97), 而 为 了 实际 确定 这 
个 关系 式 ,要 利用 a0) 的 :一 1 阶 导 数 的 拟 稳 定性 条 件 ， 
在 对 刚性 系统 (8.84) 进行 近似 时 ,导数 的 拟 稳定 性 条 件 不 仅 
可 以 应 用 到 边界 层 外 , 也 可 以 应 用 到 边界 层 内 。 CRM AE AR 
第 十 1 个 特征 值 开 始 ,特征 值 都 非常 小 。 即 
(al > Mnl, Marlee « 1, 
U < Te 时 , (8.84) 的 解 可 以 用 太 阶 微分 方程 组 和 其 余 变量 
的 吉 级 数 表 示 式 来 精确 描述 ， 这 个 《 阶 组 的 目 阵 的 特征 值 为 %， 
Ingots Ape | 
为 了 建立 这 样 的 组 , 在 方程 (8.93) 中 进行 变量 代 换 
ra = Wa Ui), + y2, (8.104) 


ROR ZENE Wa WE ERJ E 
(Aan Azx,U Up) Wr + An = WalAu + UU y,Aa), (8.105) 


则 由 (8.93) 得 到 的 vile) 不 依赖 于 7G): 


= (An — AnUG'Un) 2 + ba — Wald + Un'U ahr), 


(8.106) 
ya(0) = yn = tn — Wax + UFU arn). 
这 样 , (8.85) A (8.86) 的 迅速 衰减 的 解 向 量 H kBt (8.95) SR H 
述 。 它 可 以 号 成 


一 了 
Heys) = (4, + Uj'U1,42)(Uiy,) + b + UU ys. 


| (8.107) 
U Vin == a + OU x, 
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而 为 了 摘 述 边界 层 外 的 解 , 应 用 维 数 为 Cm — k) 的 (8.106). 
根据 (8.91) 和 (8.104)， 对 于 a) Mn’), 我 们 有 
xı = (E — Un UaWa)(U ay) — UDU naya (8.108) 
7 x, 一 Wa UR Y, + Ya, — (8.109) 
根据 导数 的 拟 稳定 性 原则 ,公式 (8,106) 一 (8.109 ) RAIER. URU 
由 公式 (8.101) 得 到 . 
为 了 得 到 十 阵 Wa, MADE (8.105), 它 有 唯一 解 这 是 因 
为 矩阵 (Au + Unr'Unda) RM (Aa 一 An UTU a) AEB EA IA 
AY. 将 (8.105) 记 成 | | 
= [An + (An — 4nU U2) Wa (A + UU dn)”, 
并 且 应 用 简单 迭代 法 来 求解 . 由 于 量 Lael tel 非常 小 , 用 简 
BER RI BE AE RAO, iH FEE 
(Ay, + UG'U 4) t = URA U, (8.110) 
K UrUn 可 以 根据 导数 的 拟 稳 定性 原则 按 公 式 〈8.102 ) tr BA. 
这 样 确定 Wa 的 递 推 关系 式 有 形式 
Wi = [An + (An — AyUTUy, WAUPATU., WA = 0, 
(8.111) 
对 于 刚 狂 系统 (8.84), 因 为 lag) lage] K 1, AA (8.111) 一 般 
和 迭代 一 次 就 行 ， 
这 样 ,为 了 在 边界 层 内 描述 过 程 , 只 要 求解 & 阶 (8.107) ,而 当 
t<ta WFR 0) 由 > 不 大 的 Taylor 公式 


y(t) = y(0) 十 - y(0) + e. + Z Z0) 


yi d? 
来 计算 , 其 中 系数 根据 (8.106) 48. 

在 边界 层 外 ， 如 果 选 取 初 始 条 件 rs) = rT), MRE 
系统 (8.84) 可 以 由 《8.97) 和 (8.98) 来 描述 。 当 1 rm 和 特殊 
选取 的 初始 条 件 

€2(0) = rn — Waly 十 Uw Ux 
+ UPATU a(b, + Un UD)] (8.112) 


时 ， 这 些 公式 也 可 以 应 用 。 (6.112) 是 由 (8.106) 一 (8.109) 推 得 
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的 ， 事实 上 , 当 : tar HME Ce) 有 
x(t) 一 一 :有 ad 十 Ta 十 Tip) + C4). 
(8.113) 
令 上 一 0, 并 将 (8.106) 中 的 ¥2(0) 的 值 代 人 (8.113) ,得 到 (8.112). 
下 面 给 出 当 ! 之 rt* Stan 时 ,应 用 导数 的 拟 稳 定性 原则 的 误 
AW Ar. ic 
D, = (QuAiUy 十 O12A3 Un) *, 
V, = D,COnA{U 2 十 QrAiUn), (8.114) 
E, HX 6 XX E = (E, &)’. | 
将 公式 (8.85) 微分 (s 一 1) 次 , ER Dss WA (8.100), HAF 


Ur, 得 到 方程 | 
ie, 


& + V,e€, = D, 。 (8.115) 
ie 
类 似 地 , 由 (8.86) 减 去 方程 组 
s = Aux, + A nx + ba, (8.116) 
得 到 方程 
#82 一 48 二 48， (8.117) 
dt 
AFA (8.115) 消去 gs,, 得 到 
2E = (An 一 AnV,)€2 + AnD, Pa (8.118) 
dt dt 


(8.118) 的 初始 条 件 取 成 
e? 一 ex(7*#)， 


r* 之 TBL， 若 记 B, 一 An 一 AmnV,， 则 (8.118) 的 解 有 形式 


e,(2) 一 exp[ B,(s — r*) Je} 
十 | + exp[B,(¢ — r) ] AnD, TaD ae, (8.119) 
fT ri 


引进 渐 近 参数 
p = Az*|[]Aa > 0, (8.120) 
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则 由 于 组 (8.85) 和 (8.86) 是 刚性 系统 ,有 估计 
| 42 本 42U Uy 本 B, || < lAa i IV; —U ÑU n| = Olu), H > ü, 
另外 ,在 边界 层 外 , 当 :之 7* 时 ， 


|, | 2 =0(x), #0, 
di? 
因此 ,条 选取 初始 条 件 
63 一 O(n), ud, 
得 到 leae) = O(n), w 0. 


3 LA SOR, Sel PANE: 

定理 8.3 (导数 拟 稳 定性 原则 ) “对 于 刚性 微分 方程 组 48.84 ) 
和 充分 小 的 s > 0， 可 以 找到 整数 (e) 之 1, 向 量 0) WTR 
E x(1) 和 数 r* — tle), to 魏 r(8) 委 了 ,使 得 方程 (8.85) 和 
(8.86) HO ya ke Ay 

Ini) — x) < emax||*;(1) I (== 1, 2,;: > (8), 


并 且 其 中 向 最 nls) 是 由 个 代数 关系 式 (8.100) HE, MAS 
a(t) 是 由 m—k 个 微分 方程 (8.116) 及 初始 向 量 X(T ) 一 
x(1*) 确定 . 

证 实际 应 用 这 个 定理 时 ， 需 要 解决 一 系列 问题 。 首先 一 个 问 
题 是 如 何 将 (8.84) 的 微分 方程 进行 分 类 , 使 其 中 的 一 部 分 放 进 
(8.116), 而 将 另 一 部 分 由 代数 关系 式 来 处 理 . 

进行 分 类 的 一 个 基本 的 准则 是 对 于 两 个 相 邻 的 * 值 是 阵 
B, = An— AnV, 的 元 素 的 相合 性 ， 并 且 息 阵 BWA E 
(8.84) 的 矩阵 4 的 谱 半 径 的 要 小 得 多 ,或 者 用 (8.100), (8.116) A 
解 的 相合 性 来 验证 ， 

虽然 随 着 : 的 值 增 大 8 的 值 将 减 小 ， 但 是 由 于 初始 组 的 起 阵 
是 以 有 限 精 度 给 出 的 ,而 计算 中 要 引进 伟人 误差 , * 的 值 取得 太 大 
是 不 合理 的 ,通常 取 :一 2, 3， 如 果 按 照 模 , 知 阵 4 的 特征 值 分 成 
两 个 非常 不 同 的 类 ,并 且 Real < [al ， 则 根据 (8.120), 对 于 这 
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es 的 值 参数 站 是 充分 小 。 

在 选取 (8.100) 的 方程 时 ,有 两 种 极限 情形 。 一 种 是 刚性 系统 
(8.84) 可 以 分 出 导数 含有 小 参数 的 方程 ， 系 统 的 运动 分 成 决 变 的 
和 慢 变 的 ， 那 么 为 了 得 到 代数 关系 式 ， 选 取 对 应 于 快 变 变 量 的 方 
E. 另外 一 种 极限 情形 是 不 存在 这 种 分 法 , 所 有 的 分 量 实际 上 是 
平等 的 ,并 且 4 的 所 有 行 均 与 按 模 的 大 特征 值 相关 , 则 从 理论 上 来 
看 选取 哪个 方程 到 (8.100) 中 去 都 是 一 样 的 . 

为 了 说 明 导 数 拟 稳定 性 原则 的 应 用 ,考虑 下 面 的 例子 ， 

例 8.2。 考 虑 二 阶 系统 

dx ® 


= — 50x + 5001, x(0) = xp; (8.121) 
dx ™ CD (2) (2) 
“u = 500r —— 50 lr“ 5 * (0) = Tys tE l0, 1], (8.122) 
EA TRA 


xPCt) = 0.5(xo 一 x) exp(— 10017) + 0.5C x + 40) exp (—2), 
x (7) = —0.5( 4 — xm) exp(— 10014) +0.5( 4 + xn) exp(—), 

(8.123) 
显然 ,对 于 t 之 TaL(TBL ~ 10%), [A] x(t) 的 分 量 之 间 存 在 线性 
关系 


zO) = FU), 


为 了 用 s=1 的 公式 (8.100) 和 (8.116) 来 近似 描述 边界 层 外 的 
系统 , 略 去 (8.121) 中 的 一 阶 导数 , 得 


XD 一 200 $2) 
501 


2 
dr? os ED 


dt 
可 以 看 出 , 它 还 不 能 保证 精度 。 这 时 
UHiD i, ~ — 0.998, Wa œ 0.5, Au 十 Viad4da œ — 1000, 
HF (8.108), (8.109) 的 近似 系统 的 解 的 第 二 个 指数 有 较 大 的 误 
差 , 即 有 | 
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xD ~ (0.501 x4 一 0.500r) exp (— 10007) 
+ (0.499x + 0.500x.,)exp(— 22), 
x ~ (— 0.500x, + 0.499x5) exp(— 10002) 
十 (0.500xy + 0.5014, ) exp(— 22), 
但 是 当 * 一 2 时 ,有 
z0 一 500 x 501 十 500 x 501 
501 X 501 + 500 X 500 
dX? 
de 
这 已 经 相当 精确 。 线性 关系 式 中 系数 的 误差 阶 为 2.10”， 而 指数 
的 误差 阶 是 10. BAA (8.108) 和 (8.109) 得 到 的 解 与 (8.123) 
相 比 ,可 有 5 位 有 效 数字 . 

要 消去 的 方程 的 个 数 & 应 该 对 应 于 (8.84) 的 线性 无 关 的 快速 
衰减 的 特 解 的 个 数 。 如 果 这 个 量 预先 不 知道 , 则 应 该 从 不 大 的 全 
& 开始 , 只 要 变换 得 到 的 组 的 起 阵 B, 的 模 不 是 所 需要 的 值 , 就 增 
KRON. TH B 满足 条 件 

IBI <L/N, 
则 停止 在 a0) 的 最 小 的 维 数 上 , 其 中 N 风 1， 而 工 是 答 阵 4 的 
模 Al] 的 某 种 估计 ， 


ZD ~ 0.9999987, 


œ~ — 1.001%, 


53.2 非 线 性 刚性 系统 导数 的 拟 稳 定性 


导数 的 拟 稳定 性 原则 也 可 应 用 到 非 线性 刚性 系统 (8.837， 可 
以 有 两 种 方式 ,一 种 方式 是 假定 在 每 一 个 时 间 子 区 间 [ii, t+ + H] 
ERUIT 


| PX) — aj <e, t€ [4,4 + H], 

Ox 

这 里 4; ERK, HE ce, H. Te, 是 对 应 于 矩阵 4; 的 线 
性 方程 
| AX 一 A jx 
dt 
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的 边界 层 的 时 间 。 e 是 充分 小 的 量 。 于 是 我 们 将 整个 积分 区 间 分 
成 子 区 间 , 而 在 每 个 子 区 间 上 用 线性 系统 (8.84) 来 近似 非 线 性 系 
统 (8.83), 然后 应 用 公式 (8.100) 7 (8.116). : 

另 一 种 方式 是 将 导数 的 拟 稳 定性 条 件 直接 应 用 到 (8.1)， 而 
得 到 边界 层 外 (8.83) 的 近似 。 类 似 于 (8.85) 和 (8.86), 将 方程 组 
(8.83) 改写 成 


d 
a == filt, Xis x2), Ct) = two, mCs) € Rž.» (8.124) 
EL m fs, Xa, Xa), HH) = tm, MADE RITA, (8.125) 


tE Lho, t H TI. 
RELF (8.100) 的 代数 关系 式 可 以 这 样 来 得 到， 对 于 (8.124) 微 
分 :一 1 次 , 令 得 到 的 结果 为 零 , 即 
p(t, %1,%2) = Pht, #1 2a) = (, (8.126) 
dt 
并 且 在 每 次 微分 后 将 人 HR C,H, h), ¥ d%/ de 换 成 
fit, m1, ms). BE (8.126) 对 五 是 可 解 的 ,得 到 ale) 的 方程 
PMY) ile, i, R), la tr”) 
dt 
=x(t + r*), T* TeL. (8.127) 
进行 的 推导 的 正确 性 可 通过 检查 不 等 式 | 
je + TE) — rl + T*S elx lotr” 
是 否 成 立 以 及 对 相 邻 两 个 * É (8.126) 和 (8.127) 的 解 是 否 重 合 
来 确定 。 并 且 要 求 变 换 后 的 Jacobi 矩阵 的 谱 半 径 应 该 小 于 原始 
的 谱 半 径 ， 关于 向 量 x 及 它 的 维 数 的 选取 ， 以 及 量 s 的 大 小 均 
可 以 与 线性 的 情形 类 似 地 解决 。 应 该 指出 ， 为 得 到 代数 关系 式 
(8.126), (8.124) 中 方程 的 微分 次 数 可 以 是 不 同 的 ， 
为 了 说 明 导 数 的 拟 稳 定性 原则 应 用 到 非 线 性 方程 的 特殊 人 性 ， 
考虑 导数 前 具有 小 参数 的 微分 方程 


1 


dx 
n_—— Z fy x . 
e-r f(t, x) 


假定 fG, r) 是 充分 连续 可 微 的 。 记 
dx 人 tt, x) 


8.128 
dt’ dt ~! ( ) 
了 一 上 人 
0 = TD, (8.129) 
Z $ | . 


并 且 佑 计 边 界 层 外 差 x(1) 一 x*(z) 的 量 值 ， 为 此 , 将 第 一 个 方程 
减 去 第 二 个 方程 ,并 应 用 有 限 增 量 公式 ,有 
9 [aH 2 
Ox di’! 
这 里 值 * 在 x(:) A x(t) ZE. 引进 表示 式 
4 一 1 o a | 
ð 


x ait} 


d'x 
de’ 


= (x—x) =p (8.130) 


G, (t,x, p) =u 
并 将 (8.130) 写成 形式 
G:(t, x AU) — 7) = p 


如 果 在 边界 层 外 的 求解 区 间 上 , 量 
e = (eE) GR, sr, pp SE BBD 
按 模 充分 小 , 则 当 t ty + re, (8.128) 可 以 用 (8.129) 来 近似 . 
下 面 我 们 给 出 le.) 为 小 的 充分 性 条 件 。 微分 并 应 用 数学 归 
纳 法 ,可 以 证 明 下 面 的 公式 | 
s O jd 4G, x) 
Or e= dit *™ | 


d'x 
dt ` 


G (t,x, u) =u 
= (2L) + R(t, x, æ), 


其 中 RCG, x, u) 的 每 一 个 加 项 至 少 含 有 高 于 一 阶 f(1, x) 的 偏 
导数 作为 因子 ,并 且 RG, xr, u) WHER. BEL 

Of df ‘| 

Ox l de 


Grail, x5 we) = = 5A 一 一 
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9 [8 (et) ty 2 (ety 

= p —— 一 一 
Ox LOx \ der P Or \ det 

= Of G,(@, xy, n) + p 2 G,(@, x, #) 

Ox dt 

sti 

-= (2E) + Ryle, x; p), 
Ox 
其 中 o 


sete (FZ) 


Ral, Xa p) Ax 


+ dR,(t, x, p) s, p) 
dt 
例如 ,对 于 s= 2 
oC PIU. D) Gy, r) + p OM») x) 


RC’, xy g) = 


O1 Ox 
ict te rota, A afl, x)/ Ox 变化 很 小 
[Ee > (RG, xp (8.132) 
G,(2, x, p) 和: (Y, 
则 根据 (8.131), WE e 有 
Ep (Pe) E, (8.133) 


即 在 边界 层 外 , 误差 与 p REE. SRR BURA ER F 
数 的 量 值 与 a 相 比 在 边界 层 外 是 非常 小 的 。 因 此 当 teat 
ra 了 时， 可 以 用 (8.133) 来 描述 1U). 

作为 这 种 考虑 的 一 个 例子 为 

例 8.3 ”考虑 刚性 方程 


= = al) (x — p) + se, (0) = xo, (8.134) 
a(t) 一 一 10 — 32’, pr) = cost, T- [0, 1]. 
me ry hee BY LL Fe RTE A 
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x(4) = exp(— 10‘: — txo — 1) + cost 
在 边界 层 外 (fsL ~ 10“)， 解 的 第 一 个 加 项 实际 上 可 看 成 为 
零 ， 解 x(!) 接近 于 cost, 下 面 我 们 对 不 同 的 值 *， 根据 公式 
(8.129) 和 (8.131) 给 出 t) Me, 的 值 : 
sin ; 


ast —t. 
jog ge? SON Io s 


s=1, x(/) = cost 一 
cos / 
(10* + 37)? — 62° 


CA < C2 = 1078; 


s=2, x(!) = cost + 


sin Z 
(104 + 327)? — 18:(10* + 37) + 6° 
lel S cs ~ 10°", 

这 里 应 该 指出 ,对 于 应 用 导数 所 稳定 性 原则 , 条 件 (8.132) 并 
不 是 必要 的 ,而 是 为 了 得 到 简化 公式 (8.133)、 量 89/(1,x)/ ar 在 
解 上 是 可 以 变化 很 大 的 ， 但 是 由 (8.131) 得 到 的 值 |s,| 仍 是 小 

例如 对 于 参数 为 

a(t) = — 103 — 10% 


s = 3, x() = cost + 


或 者 

a(t) = — 2 X 10— 10'sin 10% 
的 方程 48.134) A, ROA L0,1) 上 eG) 的 变化 非常 大 ， 
但 对 于 任意 的 *, 近似 (8.129) 将 给 出 满意 的 结果 . 

检查 所 取 的 近似 的 正确 性 ,有 许多 不 同 的 方法 。 例如 可 以 直 
接 在 边界 层 外 积分 ,(8.83) 的 解 分 量 应 该 以 某 种 精度 满足 (8.126)， 
也 可 以 对 s 和 :十 1 均 进 行 计算 来 比较 它们 得 到 的 结果 ， 

若 在 建立 代数 关系 式 (8.126) 时 很 难得 到 高 阶 导数 的 明显 的 
ETPA, 或 者 微分 方程 (8.83) 的 右边 不 是 由 解析 式 表 示 的 ， 可 以 
利用 Runge-Kutta 方 葵 所 实现 的 思想 来 近似 这 些 导 数 ， 且 构造 
(8.126) PRIR PG, xis me) 的 近似 FCO, hp, 1,22), MOT 
降低 《8.83) 的 阶 , 求解 方程 
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F(t, An, Z, 22) = 0, (8.135) 
当然 ,为 了 按照 给 定 的 精度 确定 FC, Ap, z 2) WH, 需要 计算 
A TR (8.83) WARM. 量 2z 和 2 OETA Bn M r AY 
WA. Æ (8.135) 中 求解 x 时 可 以 应 用 Newton $. MBIT KT z 
的 微分 方程 组 后 ,就 可 以 应 用 通常 的 数值 方法 来 进行 积分 。- 

例如 ,按照 上 述 处 理 来 代 换 :二 2 的 代数 方程 式 (8.126) 时 ， 
我 们 可 以 构造 它 的 近似 为 

fil? + hp, zi + hpfi(t, Zi, 22), 22 
+ Aphlt, z1, 22)) — hU, zi, 22) 


= hp ga = + Olho) ) 


| = 0, (8.136) 
一 般 来 说 ，hp 与 积分 步 长 4 是 无 关 的 ， 它 由 (8.136) 所 要 满足 的 
给 定 的 精度 来 确定 。 当量 如 固定 时 , 与 Runge-Kutta 公式 类 似 ， 
增加 计算 原始 方程 组 的 右 函 数 将 能 提高 精度 。 Bie al), H 
(8.136) 用 Newton 法 可 计算 z4(1)， 代 人 (8.125)， 得 到 方程 组 


#22 pli, a, m), (8.137) 


dt 


WH (8.137) 进行 数 信 积分 ， 例 如 用 显 式 Runge-Kutta 方法 就 可 
以 得 到 z(t 十 4)。 在 计算 过 程 中 相应 地 得 到 的 值 。 Newton 
方法 的 初 值 可 用 上 一 步 得 到 的 za 或 者 用 前 面 几 个 上 成 的 有 值 进行 
SMBS. ERKEL Jacobi HR 0F/ Bz 变化 不 大 ， 可 以 
积分 帮 干 步 后 计算 一 次 . 

右 刚 性 组 (8.83) 可 以 分 出 小 参数 u, 写成 奇异 摄 动 的 形式 


os -= At, uy v)» “ue Ri, (8.138) 
4? oo fl, u,v), ve RI, (8.139) 
dt | 
Way FAR ERB 
LU, #0) =0, (8.140) 
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# Lp a, Š) (8.141) 
at 7 


来 得 到 (8.138) 和 (8.139) 的 近似 解 ，TaxoaoB 给 这 种 处 理 给 出 
了 理论 基础 .但 是 这 种 处 理 具 有 一 系列 的 限制 ， 
首先 ,明显 地 分 出 小 参数 ， 并 将 变量 分 成 快 变 的 ”(*) 和 慢 
变 的 《z) 并 不 是 对 所 有 的 刚性 组 都 是 适合 的 。 另外 ,即使 可 以 分 
出 导数 前 的 小 参数 , 也 可 能 给 不 出 关于 快 变 变 量 的 信息 。 例如 由 
(8.121) 和 (8.122) 给 出 的 方程 , 两 个 变量 是 完全 平等 的 。 按 其 中 
任何 一 个 得 到 的 近似 (8.140) 和 (8.141) 都 不 能 导出 所 需要 的 结 
RR 
第 二 ， 虽 然 徽 分 方程 组 (8.140) A (8.141) 可 能 是 由 奇异 摄 
动 组 通过 近似 得 到 的 , 但 可 能 仍 是 刚性 组 。 这 是 因为 独立 的 快速 
衰减 的 特 解 的 个 数 可 能 与 分 出 的 导数 前 具有 小 参数 的 方程 的 个 数 
不 行 合 . 
第 三 , 由 求解 (8.140) 和 (8.141) 得 到 的 (8.138) 和 (8.139 ) 
的 近似 解 的 精度 依赖 于 量 w， 这 个 精度 可 能 不 是 充分 小 的 。 这 时 
CEFR RID AE SPS YA RTT IE RE 
u(t, p) = tot) + BC) +e + wha) + e 
v(t, u) = volt) + arl) 十 … + wo, (2) poses, (8.142) 
将 (8.142) 代 和 人 (8.138) Al (8.139) H, 并 将 这 方程 的 两 边 也 按 如 
的 震级 数 展开 ， 且 令 两 边 的 & 的 同 次 医 的 系数 相等 得 到 确定 
di(t) Moe) 的 方程 。 比 较 零 次 酸 的 系数 ,我 们 有 
filt, a, Do) = 0, 
diy 
at 
因此 元 MD AO LIBS (8.140), (8.141) EA. 且 我 们 得 到 
diy _ Of,(4, Ho, To) 


= Mta toato) m q hlr hn B) 5 (8.143) 
v 


dt Ou 


= iC, tho 、 vo). 


dz, Of.(t, i), Bo) — flt, ta, Vo) - 
3 -} 3 . 
a On fa Ov i» | (8.144) 
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对 于 其 余 的 到 和 5 也 可 以 建立 类 似 的 关系 式 . 

实际 上 寻找 形式 为 (8.142) 的 解 是 非常 困难 的 ,这 不 仅 是 对 于 
每 一 对 D, a; 要求 求解 (8.143) 和 (8.144) 型 的 微分 代数 方程 ,而 

且 必 须 确定 初始 条 件 2:(0),， 在 $1 得 到 了 号 找 这 些 初 值 的 公式 ， 
其 中 要 求 考 睛 描述 边界 层 的 瑟 函 数 ， 

在 52 中 的 方法 考虑 了 对 刚性 系统 * 一 1 的 拟 稳定 性 近似 ， 
但 是 它 的 处 理 依赖 于 分 出 小 参数 ,上 面 所 述 的 困难 仍 保持 。 

但 是 根据 导数 拟 稳 定性 原则 得 到 的 近似 (8.126) A (8.127) 
没有 这 些 困 难 , 并 且 不 需要 将 刚性 组 写成 奇异 报 动 的 形式 (8.138) 
和 {8.139). 

现在 我 们 详细 考虑 将 近似 (8.126) 和 (8.127) 应 用 到 (8.138) 
和 (8.139) 的 刚性 组 的 情形 。 对 方程 (8.138) 微分 ,得 

d'u OAC, u, v) filt, 4, v) 
rE] 7 Ou E be 


+ hs hQ, uv) + SAE tat), (8.145) 
Vv 


PY oe HF 
2 Pu _ Ott, u, v) 
ay) 


t u (H pt, wy o) + Milena OD) 


d'u 
at’ 


$ 


u 


= Ut, uy v) -+ RUC, uy v) 


+ -ee + piU, al, u,v), (8.146) 
将 (8.142) FEA (8.146) A (8.149), 表达 式 (8.146) 变 成 
dti an d'i, 
vr + pm 十 
+ nF Ct, Ho, Do, ti, D1) Hees, (8.147) 
令 (8.146) 和 (8.139) 中 4 的 同 次 星相 等 , 得 到 类 似 于 (8.143) 和 
(8.144) 的 u: Mo, 的 方程 。 由 于 (8.147) 的 左边 部 分 的 展开 式 从 
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..,. = F(t, thy, Vo) 


“ere, Amir i<s, a Mo, 的 方程 不 依赖 于 (8.1447) HE 
边 部 分 的 项 ， 
根据 导数 拟 稳 定性 原则 , 略 去 方程 (8.146) 中 的 第 了 阶 导数 ， 
得 到 解 的 近似 式 。 它 按 上 的 展开 式 与 初始 组 (8.138) 一 (38.139) 的 
EFA (8.142) 到 w~ 项 均 是 符合 的 。 为 了 说 明 这 个 事实 , Siw 
r= 2 W FE (8.138 )—(8.139) & BS (8.126)—(8.127) 的 近 
似 。 
先 将 a, A n 的 方程 (8.143) 进行 改写 ,用 加 和 za 的 表达 式 
代替 导数 dtzo/ 4 。 对 如 和 轴 的 代数 方程 微分 ,得 到 
af, Hy, Vo) — On, tlo, vy) d to 
at Ou dt 
+ PhLi, Pa ED v0) f(t, yy Yq) 
4. ôf, tr, 9) 
Or 
一 0. 


假定 矩阵 Pel Yo) 是 非 奇 异 的 ,有 


da Of,(1, to, Bo) V! io, 5 -= 
— — ( hkh ih, 2 | Yo) L(t, Bo, Do) 


十 DPCr，zo，zo) ). 


Or 
并 且 方 程 (8.143) 变换 成 


Of, - A = (2. ) (2% ch) 
+ 4 (2h)\* (Oh p+ Ph). 9. (8.148 
Bu "tla) Nor ?+a (8.148) 


另 一 方面 , 令 对 * 的 二 阶 导数 为 零 , 由 (8.145) .我们 有 
aki 6) YA, u,v) + p ( hia ta 8). *) U1, u, 2) 


+ Ou as v) )= 0, (8.149) 
i 
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a = LCs, uy v). (8.150) 


将 展开 式 (8.142) RA ‘s 149) #1 (8.150), FFE HRI SAKA AR 
TAS RITE 


On, tlo, Vo) AÇ tho Vo) = () 
Ou a > > 


dvo - = 
— = f, Ho, Voje 
P fhalt, to, Vo) 


对 第 一 个 方程 两 边 乘 上 (2 后 得 到 相应 于 (8.138) 和 (8.139) 


的 赤 和 页 的 方程 组 。 类 似 地 , 令 4& 的 一 次 需 的 系数 相等 ,wm 的 微 
分 方程 将 与 (8.144) 重合 ,而 对 于 A Ma 的 代数 方程 组 恰好 是 方 
程 (8.148) HELIER RK Of,/ Ou, 

虽然 方程 (8.138) 和 (8.139) 的 展开 式 (8.142) 的 前 二 项 和 方 
FE (8.149 )—(8.150) 的 展开 陈 的 前 二 项 是 一 致 的 ， 但 是 应 该 注意 
根据 导数 的 拟 稳定 性 原则 得 到 近似 与 按 公式 (8.143) 和 (8.144) 的 
近似 (8.142) 在 本 质 上 是 不 同 的 。 按 公式 (8.126) 和 (8.127) 的 工 
作 只 需 对 名 求解 一 个 代数 方程 组 (8.126) 和 名 的 一 个 初 值 。 而 
对 于 用 (8.143) 和 (8.144) 的 情形 需要 寻找 所 有 的 7,00) UER 
解 若干 形式 为 (8.143) 的 方程 。 为 了 寻找 边界 层 外 名 的 初 值 ， 可 
以 通过 直接 积分 完全 组 (8.124) 和 (8.125), 如 果 边 界 层 内 方程 
(8.124) 和 (8.125) 可 线性 化 , 则 加 (0) TRAA (8.112) 计算 . 


本 # W 注 


$1 OHE ERK Bacuapesa 和 ByTysoe [114]. 

§ 2 是 根据 Miranker [88] 编写 的 ， 

$ 3 和 古 根 据 PakaTckHi，ycraahos 和 depuopyuxnB8 AY [115] 的 第 三 章 
a SW. 
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第 九 音 BAR Runge-Kutta 方法 


1964 42, Butcher!) 首先 提出 了 s 级 2s 阶 的 隐 式 Runge-Kutta 
方法 。1968 Œ, Ebh 指出 :级 的 25 阶 的 隐 式 Runge-Kutta FF 
法 是 4 稳定 的 。 由 于 这 类 方法 是 4 稳定 的 ， 又 能 达到 那么 高 阶 的 
精确 度 ， 所 以 吸引 了 许多 人 从 事 这 方面 的 研究 。 为 了 进一步 探讨 
该 方法 的 稳定 性 质 , 1975 SF, Butcher?! 提出 了 B 稳定 性 的 概念 ， 
1979 年 ，Burrage 和 Butcher” 又 推广 了 这 个 概念 ， 相 应 地 建立 
了 研究 该 方法 的 稳定 性 的 代数 判别 理论 。 ETA Runge-Kutta 
方法 如 何在 数值 计算 中 实现 ， 又 提出 了 一 系列 的 方法 .这 方面 的 
内 容 我 们 将 在 下 一 章 中 讨论 ， 在 这 一 章 中 ,我 们 主要 介绍 隐 式 
Runge-Kutta 公式 ,讨论 它 的 4 稳定 性 以 及 其 它 的 数值 稳定 性 质 ， 


§1 KA Runge-Kutta 公式 


数值 积分 产 维 初 值 问题 
y = fC, Y), Vo) = y (9.1) 
的 :级 的 Runge-Kutta 公式 的 一 般 形 式 为 


Vari = Ya HA >) OKis (9.2) 


1 = 1 
K; = ic + chy in tS aK), (9.3) 
FE ta = tp + nh (n = 0,1, 2) 为 时 间 轴 上 离散 后 列 ,4 为 ~ 
积分 步 长 ， 风 为 解 yn) 的 近似 值 ，cly castte, c WRA Runge- 
Kutta FEN TAS bis bastet y 为 权 系 数 ， A = (a;i) (i, 1 一 
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1, 2,°¢+,5) 称 为 方法 的 系数 和 是 阵 , MERE ci 一 >, aij, (i= 


1,2,35). FÆ, Runge-Kutta 方法 (9.2)、(9.3) 可 由 如 下 的 
系数 表 来 描述 : 


| bee. b, 
使 用 和 矩阵 和 向 量 的 记号 ,上 表 可 写 为 
cja 
| Br 
其 中 C、B 表示 列 向 量 , 上 标 工 表示 转 置 。 如 果 4 是 一 个 主 对 角 元 
素 均 为 零 的 下 三 角形 和 矩阵， 相应 的 Runge-Kutta 公式 是 显 式 的 ， 
这 时 ,用 (9.3) 式 计算 Ki 时 , 其 右 端 只 含 Kis Kostte Ki-o WR 
4 是 一 个 主 对 角 元 素 为 非 零 的 下 三 角形 矩阵 ,相应 的 Runge-Kutta 
公式 称 为 半 隐 式 的 。 这 时 (9.3) 式 右 端 含有 Ko Kattes Ki, R 
Ki 时 要 解 一 个 只 含 Ki 的 方程 组 。， 如 果 和 矩阵 4 为 一 般 的 * 阶 和 矩 
阵 ， 相 应 的 公式 称 为 隐 式 的 。 这 时 (9.3) 式 的 右 端 一 般 都 含有 全 
部 的 Ki, i 一 1, 2,…,s， 求 Ki 时 要 解 含 Kook, 的 方程 
组 . 
Kutta 得 到 的 三 级 三 阶 的 显 式 Runge-Kutta 公式 ， 它 对 应 


0; 0 0 0 
1) loo 
2 2 
1-1 2 0 
124 
6 3 6 


于 还 可 举 出 三 级 的 半 隐 式 和 隐 式 Runge-Kutta 公式 的 例子 ， 它 们 
分 别 为 | E 
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0i0 0 0 0l0 0 0 
il ia 1j5 1i _ 上 
214 4 2|24 3 24 
010 1 0 1 2 1 
$ 1!— 一 _ 
121 5 3 6 
6 3 6 i2 1 
6 3 6 


为 了 求 出 具体 的 Runge-Kutta 公式 ,需要 确定 参数 C. BA, 
通常 有 两 种 方法 。 一 种 方法 将 (9.3) 在 n, ys) ABR, RA 
(9.2) 中 ， 并 与 vy, +h) 在 加点 的 Taylor 展开 式 相 比 较 , 来 
确定 C、B 和 4. 这 里 y(:) 是 微分 方程 的 解 ， 另 一 种 方法 是 将 微 
分 方程 化 成 等 价 的 积分 方程 ,用 数值 积分 求 得 na 的 表达 式 ,把 
它 和 (9.3) 的 展 式 代 入 (9.2) 中 的 结果 相 比 较 , 以 确定 诸 参 数 ， 

基于 数值 积分 的 Runge-Kutta 公式 有 许多 的 形式 ， 下 面 概述 
[12], [33], [71], [51], [23],[ 241, [421 中 介绍 的 三 种 。 引进 
s 阶 和 矩阵 的 符号 W = (4°), C= (0/7)), N=(1/?), D = 
diag(4;), | 

1. 基于 Gauss 型 求 积 公式 的 G 类 方法 ( 见 Butcher!) — 

Butcher 指出 c, cc 为 PC2C —1)=—0 AOR, Ho 
Pz) A 10,1] 上 的 ss 次 Legendre 多 项 式 ，0<c C1 G =1, 
257+ ，*)， 求 级 的 25 阶 的 Runge-Kutta 公式 的 参数 的 步骤 如 
下 : | | 

1) RE s RAI Legendre 多 项 式 P,(2C 一 1) Ws FSA, 


2) 由 线性 方程 组 


j=i 


> bcp! = 1/k, k= 1, 2yrreys 
来 确定 系数 与 (J 二 1, 2, 5). 

3) 计算 系数 矩阵 4 

ey 
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在 这 个 基础 上 ，Butchersm 提出 一 系列 的 当 :一 1, 2， …，5 
和 p= 2s 时 的 隐 式 Runge-Kutta 的 Gauss 型 公式 。 下 面 我 们 
仅 给 出 几 个 常用 的 Runge-Kutta 公式 的 系数 表 [ 见 171]). 

s=], p=2 WRA Runge-Kutta 的 Gauss 型 公式 


四 日 
2 | < (9.4) 
~- 
s= 2, p= 4 的 隐 式 Runge-Kutta 的 Gauss 型 公式 
(3 一 V 3 )/6 1/4 (3 一 2V 3 )/12 


(3 十 W 3 )/6 (3-+2 3 )/12 | 1/4 (9.5) 
1/2 1/2 i 
s= 3, p=6 的 隐 式 Runge-Kutta 和 的 Gauss 型 公式 


GS~V15Y10 5/36 (10-3 15)/45 (25—64 15)/ 180 
1/2 (10 +30 15)/72 2/9 (10-315) / 72 (9.6) 


(5+ 159/10] (25467 15)/180 (10+3V15)/ 45 5/36 


5/18 4/9 5/18 
2. 基于 Radau KAA Runge-Kutta 方法 
Ehle®! 和 Axelsson? 研究 了 这 种 类 型 的 方法 。 这 类 方法 求 
BRC. BRAY Rat: 
1) RB GR PCD 一 P(t) 的 零点 aserte, c. ME 
o> 0, c= 1, : 
2) 计算 系数 4, 


=| P(t) — P, Ce) dt, 
o (2 — cg) [PiCeg) — Pileg) ] 
k -= l, 25° E 
3) 计算 系数 矩阵 4 | 
Ae CWT, 


下 面 我 们 给 出 两 个 隐 式 Runge-Kutta 的 Radau 公式 的 系数 表 
Cul (717): 
s= 2, p= 3 的 隐 式 Runge-Kutta 的 Radu AA R FERA 
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二 由 | 一 
Cw 


(9.7) 


> jw. 广 : w |= 
> |e |o 


s= 3 p=5 han Runge-Kutta 的 Radau 公式 


(4—4 6 )110| (24—46 )1120 (24-116 9/1200 
(44+ 6 )/10|( 244117 6 )/120 (244v 6)/120 0 
o ove yz VG oD 


(16-76 )/36 (1647 6)/36 1/9 
3. 基于 Lobatto 求 积 公式 的 Runge-Kutta 方法 
Ehle", Axelsson! PY, Chipman! 研究 了 这 种 类 型 的 方法 ， 
这 类 方法 求 参 数 C、23 和 4 的 步骤 如 下 : 
1) 求 多 项 式 PO) 一 PA) 的 零点 cs ca， ct， 并 指定 
c = 0, c; l], o 


2) 计算 权 系 数 br 


{ft P(t) — P, (t) 
b S d $ 
t | (2 — cx) [P(en) — Pa( cr)] f 
k = 1, 2,-- 9 $e 


3) RRRA = DOWN — CYD, 
下 面 我 们 由 (71) 给 出 几 个 隐 式 Runge-Kutta 的 Lobatto 从 
式 的 系数 表 : 
s=2, p=2 的 隐 式 Runge-Kutta 的 Lobatto AA, 即 显 式 
070 0 


it 
2 2 


s= 3, p=4 的 隐 式 Runge-Kutta 的 Lobatto 公式 ， BRD 
ERARO 
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0 (9.10) 
i 
6 
s= 4, p= 6 的 隐 式 Runge-Kutta 的 Lobatto 公式 
0 0 0 0 0 
(5—4 5 )1101(5 十 W 5 )/60 1/6 (15--7W 5 )/60 0 
(5 十 W 5 )110|1(5 一 W537160〔〈15 二 7W 5 )/60 1/6 0 (9.11) 
1 1/6 (S—V5)/12 (54v 5)/12 
1/12 5/12 5/2 1/12 
s= 5, p= 8 的 隐 式 Runge-Kutta 的 Lobatto 公式 
0 {o | 0 0 0 0 
(7— V21)/1411/14 1/9 (13~—3V21)/63 《14 一 3W 21)1126 0 
| 1/2 1/32 《91 十 21W 2171576 11172 (91—214 21)/576 0 
(7429/14) 1/14 C14-437219/126 (13+3v21)/63 1/9 0 
1 0 7/18 2/9 7/18 0 
1/20 49/180 16/45 49/180 1/20 
| (9.12) 
现在 我 们 来 证 明 s 级 的 隐 式 Runge-Kutta 公式 具有 2s — 0 
阶 的 精确 度 ， 其 中 整数 v 一 0, 1, 2。 这 里 我 们 不 采用 1964 年 ， 
Butcher? CHASTE, 而 采用 1969 Æ, Axelsson??? 中 的 证 法 ， 因为 
这 种 证 明 方 法 更 加 初等 一 些 。 
对 于 给 定 的 初 值 问题 
o yefe, y), y0) =n, OS ST, (9.13) 
其 中 y, HAm. Axelsson 人 研究 了 如 下 形式 的 数值 解 公 
式 


0 
i 
4 
1 
2 
3 


Vins = Yn Hh D>) anf (n + uh, Vener), (9-14) 


kel 


feo, 2 s; m=0,1,2,°°°, 
其 中 yn p=, A>O BROSK, sH-TROSARRNT 
点 个 数 ， 一 般 为 常数 。 布点 和 求 积 系数 on 按照 如 下 的 方式 
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确定 . | | 
ST, 为 所有 的 次 数 小 于 等 于 % 的 多 项 式 集合 ， 令 Pm 是 次 
数 等 于 普 的 在 区 间 [0, 1] 上 正 交 的 Legendre 多 项 式 ， 归 格 化 使 
得 Pe) 天 1， 且 具有 最 高 的 正 系数 。 又 令 
Q, Ce) = P, + aP, Ct) 十 DPCt)， (9.15) 
它 是 Legendre 多 项 式 的 一 个 线性 组 合 ， 其 中 ol b 为 线性 组 合 的 
ARM. Shohat™ 指出 , 若 6<0, WEA s 个 互 异 的 实 零 点 ， 
WU 
在 本 章 的 前 头 ,节点 符号 取 为 ci, i = 1, 2,… ,s。 这 里 为 了 下 面 
定理 叙述 方便 ,把 节点 符号 改 为 用 wi 来 表示 , i 一 1, 2,"…,s。 在 
以 下 的 讨论 中 ,我们 假定 志 宇 9, a4 = 1, > 
0,(4) | 
Ly) = ——282 o, k=, 2,+++,5 

OO GDI 
又 令 求 积 系数 / : 

an= | Ldr, 1 一 1、，2 sS, (9.15,) 


AB TR | 
R;(f) = | f(x) dx 一 > antl). 
70 k=1 


那么 因为 这 是 一 个 内 揪 求 积 公 式 , 所 以 
Ri:(f) = 0, f€ D. 

因此 ,系数 i 

ap = a4 = | Li(x)adx (9.16) 


与 经 典 的 求 积 系数 相等 。Axelsson WH, B2<0, MENRE 
正 的 , 且 | 

Rf) = 0, f€ | re 
其 中 
2 WR 6 0, 
一 41 WR a x0, b=—0, 

0 WR 5 一 0 一 0， 
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(后 面 这 种 情况 不 适合 于 u 一 1 的 情形 ). 
我 们 看 到 ,在 公式 (9.14) 中 , 令 fm 一 nh, 


太一 上 (an 十 ih, Ven tR > aski), 
, i=j 


EAA (9.16) H, XE bi =a, =ar, i=k=l,2,..,5s, FH 
且 把 公式 (9.14) 中 Yous Venti 的 下 标 S 省 掉 ， Euk Cis 则 
公式 (9.14) 就 有 形式 
Inst = Ig th 2, bikis (9.17) 
其 中 
k; = ic + ch, Vath 之 ， aiiki ). 
这 就 是 通常 的 * 级 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 形式 (9.2) 和 (9.3). 
il, Ha 取 为 多 项 式 OG) = P,a) 一 P,_(z) 的 零点 , 且 0< 
yee? Cw = 1, 则 上 述 方法 对 应 于 隐 式 Runge-Kutta J 
法 的 Radau 求 积 公式 。 Au 取 为 多 项 式 0,4) = P,Q) P.) 
的 零点 , 且 0= 坟 4 过 ww 二 … 二 ww 一 1, 则 上 述 方法 对 应 于 隐 式 
Runge-Kutta 方法 的 Lobatto 求 积 公 式 ( 见 [23]、[24])。 
下 面 我 们 来 讨论 方法 的 误差 阶 、 令 
J = JG, f, yY) 一 HOC Y), 
I Es xma, HA 
_ auJ(hur) 7 as, (hur) 
-© fe Mh) = | 0 )- ARJ Chur). 
| aaJ(hug) -+* aig] Chay) 
对 于 隐 式 Runge-Kutta 公式 的 精确 度 ,我 们 有 : 
定理 9.1 如 果 对 于 AST, I1—h) EES RW, lot 
YOY, 1<t, ism, ERDAHRRARSARY, H Cf] 
Oy)G, y)e CT" 10, T) 和 yQec*-"[0,T), BA 
Wh) — yl] = OCA"), h S h, 
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证 明 。 不 失 一 般 性 ,我 们 考虑 自 守 系 统 
”一 jy)，y(0) =n, 0S:<T. 
在 所 芳 虑 的 区 域内 , 令 
lOF(y) Oy Oyil < k. 
假定 
e; = yChu;) 一 Yis 
且 令 块 向 量 e =[e] 一 lea F. 
这 样 
=a |" JO du 一/ >> enh un) 


k=] 


+h Sa ainlf(yChue)) 一 10) 


k=1 


mx: j > ail J hur ) er 十 OC lexi?) J + R; (2); 
k=1 | 


其 中 
Ri(8) = |” glujdu — S anglu) (9.18) 
0 k= 7 
和 
z(u) = hy (hu). 
于 是 有 


e = hfe + RCz) + hmax Oller), 
其 中 RC) 是 块 向 量 [Ri(2)]。 因 为 Ri 是 线性 算 子 ， 由 〈9.151) 
RI R; = (v7) = 0 (¢<s—1), A 
RICE) = Ri( 8(E(w))), 0 <E) <u, 


又 由 题 设 (1 一 41) 存在 ， 所 以 
lell = O(R;(z)) = OC"), 
根据 上 面 的 结果 ,我 们 得 到 
e = hje + R(z) + OCh**) 
= (Af Ye + AIRG) + RG) + OU), 
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将 上 式 左 端的 。 逐次 代 八 右 端 并 通过 归纳 ， 得 


e = (hfe + > (h7)'RCz) + Olh” H, 


为 完成 余下 的 证 明 ,需要 下 面 两 个 引 理 . 

现在 在 (9.15) 中 令 

O,(u) = Pi) + aP, (u) + bP, au) 

= cy u + ou 二- "十 a,) (a 一 0), 
并 令 
wku) = ~ L0). 
引 理 9.1 假定 Ri(g) 由 (9. 18) REN, 那么 
R(t) = | s*a, (să )ds* 


g 
“一 > aji R; (ti, q=0, 1,2., 8, 


j=i 


| Rut?) 一 0，9 魏 5 一 "一 1 
“证 明 因为 Ri 是 线性 算 子 , 使 
Riu?) = 0, 7=0,1,---,5—1, 
由 (9.19,) 知 
(ur) = 0, R= 1,2,..….,5 
由 (9.18) 得 到 | | 
Rw) = Rilo) 一 | ads*)as*, 
又 由 (9.19,) R (9.192) 知 
Ri[u (u + ou + ees 十 cat 9)] 
+ R; lagu + -+ au) 
= R;(uw,(u)) 


= | usw(u) du + >) aj,ufo,( ue) E 
9 k=1 


Ha S 
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(9.19) 


R, C74) + > oa; R(t) = \" 5 oa Cs )ds®, 
i=] 9 
引 理 9.2 如 果 ok 一 | Ldt, WARF je 1s， 当 
4 十 + 三 2 一 Vy 一 2 了 时 ,有 ~ : 
Darl! 一 uy | fals*)ds* = | so Pdu. 


特别 ,对 于 aa 一 |”La(s*)as* 有 


£ 


>> a,a,i(1 — u) = aj 


k=1 


—— a: Wl 
Caw", r<s—v—l, 
yr 


、 、 D O,(z) _ 
证 明 这 里 LO 一 BAT tt (9:16) 知 a 一 


B® glu) 一 (1 一 ay | hode, CEI 十 了 次 多 项 式 , 由 引 理 
9.1,， 因 十 (49 十 L) S 2s — v — l, HA 


I 


S a, 一 uy" fq(s*)ds* = 24 a,P(u,)ds* 


k=} 
-| p(s* )ds*, 


用 分 部 积分 得 本 引 理 的 第 一 等 式 ， 在 本 引 理 的 第 一 等 式 中 取 
ja(s*) = LG"), WA 

> apap l — uy = | wa L;(u)jdu, 
当 (r +1)+(s—1)<2s—vo—1 时 ,由 引 理 9.1, 得 


t (1 — (1 — auy” = a; (1 — uy” 
j 44 Lj(u)du a 
引 理 9.2 证 毕 . | 
现在 我 们 再 继续 证 明定 理 9.1. 由 Taylor 展开 式 , 取 x= 
h — (1 — u)kh, 
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J hu) = se yy AB? 1- 一 VO) 十 oun “5. (9.203 


r= 


75 Sek (9.19) 中 的 块 向 量 e 的 第 s ,个 分 量 ,将 y (hu) 展开 ,由 引 理 
9.1, 得 
R,(z) = AR,(y’(ha)) 


i aime 
— kh RR， a>, yaso +D hOu) ), 


(25 
0<O(u) <u, 
因而 ， 
Rœ) = O=. 


另外 ,根据 引 理 9.1 9.2, 
h > av" p (Chu) +2) 
a= }ftatrt < a, a- ux)’ 
R=1 r} 
。 人 s* o, (st) ds* — > TAC) 
一 hstatr+ | j= ay \" (s*? 


r} 
+ (NER) )0,(s*)as*h du 


w= hftatr+ | ju — uy" (u1 
0 7 十 工 


寸 《 低 次 项 ))| oo)as 
= 0, 0 和 494 十 rr 和 5 一 /一 2， 


上 式 等 于 零 是 根据 正 交 性 
| ws(u)f(u) du = 0, fe IT yg 


得 出 来 的 。 于 是 ,由 (9.20) 
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h >> a,J(At K) Ral (hu) t) = OCA Js 
k=} 
0 < 94 委 5 一 一 2， 


并 由 
ea) = hy (au) = BD LY yeo) + 007, 
我 们 得 到 E 
R= YI rew R( (huy) + O). 


‘=f 


所 以 , 块 向 量 hf R(x) 的 第 s 个 分 是 是 OC"), 
现在 芳 虑 (9.19) 的 下 一 项 ( 即 1 = 2). 由 引 还 9.2 我 们 得 到 
h° >; aapi] (hva) Jh) 


k,y=t 


-e {Soyer rh) 


° > a,a,iCl — 77A 十 DG) J(hus) 
k=1 


= >» (= DOO DD ah 


=t 


KEPE we Ty 
(十 DI Chui) + OCA ). 


同 理 我 们 得 到 
BD ayay (sua) Ir) Ri u) = OP), 
k j=l 
0O<¢gSs—v—3, 
因此 , 块 向 量 (AYR) 的 第 “个 分 量 也 是 OC"). 按照 同 
样 的 方法 ,我 们 得 到 CATR) Bs POR OCU), WR 
s— v —]—1 > 0, BP 7 和 一 /一 1. 

于 是 ,最 后 得 到 
e, = OCA et), 
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这 是 一 个 积分 步 后 的 误差 。 即 局 部 截断 误差 .由 Henrici 的 文 
章 可 得 到 在 (0,7) AORAR O). 


§2 EA Runge-Kutta 方法 的 4 稳定 性 


对 非 线性 方程 (9.1) 直接 进行 其 数值 解 的 稳定 性 分 析 一 般 是 
比较 困难 的 。1963 Æ, Dahlquist’! 针对 试验 方程 y = Ay, 提出 
了 常 微分 方程 初 值 问题 数值 积分 方法 的 4 稳定 性 概念 ， 其 中 4 是 
复数 ，Re(4) < 0。 通常 这 是 作为 分 析 数 值 积 分 方法 稳定 性 的 基 
mW. RIERA Runge-Kutta 公式 (9.2) 和 (9.3) 应 用 于 上 述 试 
验方 程 , 并 记 


b, Ki 1 
4 一 | : |, K= : 5 eS . e 
b, K, 1 


K = ley, + WhAK, (9.21) 


得 到 


BD 

(I — ARA)K = heyy. 
如 果 OU 一 ahd) 是非 奇异 的 是 阵 , WA 

玉 一 27 一 464 了 ) ie 
所 以 | 

Vous = Ya + ABTK = (1 + Akb — abA)“e) yn. 
& z= hhl, Re) = 14+ zb (I — 2A) 'e, FR Re) 为 Run- 
ge-Kutta DREN PRP RAE). BREE, X 
FA>0, Æ Re@)<0,8 |R(z)| < 二 1， 则 方法 是 4 稳定 的 . 
1968 Æ, Eble"! 第 一 次 指出 了 级 的 25 阶 的 隐 式 Runge-Kutta 方 
法 是 4 稳定 的 。 例如 2 级 4 阶 的 隐 式 Runge-Kutta 的 Gauss 型 
AA, 即 公式 〈9.5) 有 
1 


ay, = —, aa = — 3/6, 
4 4 
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wt. 


enn “ar eae Men 


1 1 
b = — y, b = — 
i > 2 7 
AK 对 于 y = Ay, 有 
ear- 全 


o Kı” ha (y + (++ V3) K+ ʻa), 
利用 Cramer 法 则 解 出 Ki, Ki, 3 
K, = Ady, (1 — iv 3) /a, 


K, = pay, (1 十 wj/A， 
本 
A=1—+() + GY 
2 12 


Ynti = Yan + 4(6,K, + bK) 


h} Y 
] + = hn + ee 


| 一 1 ha + tna 
2 12 


= R(AL)y, 
= R(z)y, (2 = hì). 


显然 , 当 Re(z) <0 f, IR) 二 1， 该 方法 是 4 稳定 的 . 

下 面 我 们 来 比较 详细 地 讨论 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 4 稳定 
BE . l 
在 第 四 章 ,我 们 介绍 了 Padé 近似 ,引进 了 指数 函数 有 理 近 似 
的 可 接受 性 定义 ， 即 假设 R(x) ARAM exp) 的 有 理 近 
We. IG Ree) 二 0， 有 1RCz)| <1， 则 称 RG) 为 4 可 接 
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SA; 2) 若 对 于 所 有 负 实数 xz， 有 【R(z)| 二 1， 则 称 RG) 为 
A 可 接受 的 ; 3) 若 Re) 是 4 可 接受 的 ， 且 当 Rele) 一 一 œ 
时 ,有 IRE ->0， 则 称 其 为 荆 可 接受 的 ， 显 然 , 由 第 一 章 给 出 
的 数值 稳定 性 定义 可 以 知道 : 7 

当 Runge-Kutta 方法 的 传播 函数 Re) WU exp(z) WA 
可 接受 的 , 则 方法 是 4 稳定 的 ; 为 4 可 接受 的 ， sila Ag 稳定 
的 ;为 工 可 接受 的 , 则 方法 是 工 稳定 的 . 

1973 Œ, Ehle? 证 明 ， 陷 式 Runge-Kutta 方法 的 传播 函数 
R(z) 是 指数 汶 数 exp (z) 的 对 角 Padé 近似 或 第 一 、 二 下 对 角 
Padé 近似 。 所 以 该 方法 是 4 稳定 的 或 三 稳定 的 。 也 就 是 说 , 如果 
R(z) 是 一 个 有 理 函 数 ,分 子 的 次 数 为 :一 4, 分 母 的 次 数 为 s， 当 
z —> 0 j, XF d= 0,1,2, 有 Re) — e7 = O), BA 
对 于 所 有 左 半 平面 的 复数 *， 即 对 于 Rek) <0, 有 |R(z)| 一 
l. 

Ehe 关于 这 个 结果 的 证 明 比 较 长 。 这 里 我 们 叙述 1977 年 ， 
Butcher!) 给 出 的 一 个 更 加 简短 的 证 明 . 

对 于 给 定 的 2:50, FG a, = (4m — 2)/z,(m 二 1, 2,…， 
s—1) Mi a, = (4s —2)/2 (WẸ d=0), a, = (4s — 2)/2 — 
1 (mR d=1), a, = (2s — 2)/z —1 (MR 4d 一 2)， 那 么 我 
们 有 

引 理 9.3 R(2) = 1 + 2/(— 1 + a + 1/(a:+1/la;+ -+ 
1/ Casa + 1/a,)+--))) 

证 明 ”众所周知 (例如 见 G. A. Baker [24])， 连 分 去 oo + 
Bi/ (a, + Bl (a, 十 ..)) YY ar Lay A al B m (m= 0,1, 2,- … ) 
为 

Af By = co/ 1, AlB, = CX + Bi) /o4, 
Al B3 = CACAT + bı) + B200) | Cazes + Ba)» e- 一 般 ， 有 关系 
式 
4 = OmAm at BmAm-2 | m = 2, 3,. ee, 
B n = OmB m-i F OmB ma 
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由 于 六 十 工 阶 的 近似 分 式 41/Bmss 等 于 把 An/ Ba 中 的 mw H 
成 gm 十 pri/an+i。 故 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 以 上 的 两 个 等 式 成 
3L. 

以 No/Dos (2°-"Nm)/(2°"Dm) (m = 1,2,.…,s) 表示 连 分 
A RG) 的 各 阶 渐 近 分 式 。 利 用 wm 一 1， a=— 1ta, m= 
6 中 一 0 站 一 2 h= 1, =l, 得 到 

N=D=1, M=2+2, D =2—2, 

N m = (4m — 2)N ma + ÊN p2 

Dn = (4m — 2)D ma + Dna 

N, = (4s — 2)N,_1 + ZN, 

D, = (4s — 2)D,_; + 2D, 一， 

,一 (人 4 一 2 一 z)NV + ZN, | 

D, = (4s — 2 — 2)D,_, 十 22D ， 

N, = (2s — 2 — 2)N,_; + 2°N,_2 

D, = (2s — 2 — z)D,ı + ap | kt 

E s= d= 1 的 特殊 情形 中 ,，N, 一 2，D, 一 2 一 24. 

对 于 m= 2, 3,"…,s 一 1 (在 2 一 0 的 情形 ,也 包括 m =s) 
利用 归纳 法 可 以 证 明 


— (2m 一 1)1 
Na = >) Uma y, (9.22 
之 11(m— 7)! ) 


| m = 2,3,...,5—1, 


a 
| 


m (2m — j)! 
D, = a (2) ° 
2i 11(m — 7)! =a (2.23) 
对 于 4 一 工 的 情形 ,有 


v= 2 3) Zli) (9.24) 
—jz0 Gs —-1—7)3 


~ (2s —1—j)! , 
D, = DA TN — zy, 。 
“全 11(s — 7)! S ) (9.25) 
“d= 2 时 ,有 


Ff—2 。 
N = 2 人 《2 一 2 一 7 zi (9.26) 
j=0 11s —2— D A 
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D, = 26s —1) yp Osa 2= pt (— z). (9.27) 
j=o JCS 一 1)! 


当 了 一 0 时 、R(s) =N,/D, 是 通常 的 对 角 Padé 近似 。 当 d= 
1 2 时 RO= N/D 恰好 是 第 一 、 二 下 对 角 Padé 近 
似 。3l 理 证 毕 。 

现在 利用 引 理 中 给 出 的 R(x) 表达 式 证 明 如 下 定理 。 

定理 9.2 如 果 Re(z) <0, BA |R(z)| <1. 

证 明 AE FASE SA om = 1, 2,--+,5, & 

A m= am + li Camas Fees 十 1 (cc + 1a) e), 

Am A 

A, = 4,, Am = âm + l/Amy (m = 1,2,°°°,5—1). 
由 于 Re(z) 二 0， 容 易 知道 Relan) <0(m 一 1，2，……，5)， 于 
是 根据 归纳 法 ， 对 于 m 一 s,s 一 1,…,1 有 Re4,)<0. A 


为 R@)=1+ 2/(—1+ 4), WR 4=—r ty, PA 
| Re) |? = (1 + 2/(— 1+ A,)| 
-| l—xtiy à 
—i—xt+ty 
_(l—-*)+ 7 
(l+x) + y 


因为 <> 0, 显然 ，|R(z) [二 1， 所 以 隐 式 Runge-Kutta 方法 
是 4 稳定 的 。 上 顺便 指出 ,上 述 引 理 9.1 中 当 4 一 1, 2 时 ，R(z) 一 


六 NN,/ 广 D: 为 第 一 ,二 下 对 角 Padé 近似 , 因 该 式 的 分 母 的 次 数 


高 于 分 子 的 次 数 ， 所 以 , Æ Re(z) 二 0 且 当 Ree) 一 一 2 时 ， 
有 |R(z)| 一 0， 因此 在 这 种 情形 下 这 个 方法 是 工 稳 定 的 ， 


§ 3 BR Runge-Kutta 方法 的 其 他 稳定 性 


上 节 讨 论 的 方法 的 4 稳定 性 ， 是 针对 线性 常 系数 的 试验 方程 
y 一 4y 来 讨论 的 。 本 节 将 考虑 更 加 一 般 的 非 线 性 试验 方程 ， 引 
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进 相 应 的 稳定 性 概念 ,并 讨论 方法 的 稳定 性 准则 ， 
1975 Œ, Butcher” 首先 对 目 守 系统 9| 进 了 8 稳定 的 概念 ， 
老乡 试验 方程 组 
y = fly), FER —> RY, (9.28) 
我 们 用 到 单调 性 条 件 或 压缩 人 性 条 件 , 即 
《f(y) — fe), ¥ — z) <0, MAAR yY, ze RY, (9.29) 
Heh (+, RRR EBAR, R 表示 NN BLS, | - | RA 
XT WATER. 
i (9.28) 中 的 了 满足 单调 性 条 件 ， 且 tye} 和 (z) 是 由 隐 
式 Runge-Kutta 公式 (9.2), (9.3) 用 同样 的 步 长 4 求解 同一 个 微 
分 方程 组 (9.28) 得 到 的 两 个 近似 解 序列 ， 


Ye = Yna hh, bO, (9.30) 


Za = zna HA >) bf(2;), (9.31) 
其 中 Yi; Yay" "9 Y, 和 Li, £2; tta Z, 分 别 表 示 从 Yni 计算 
Yn 和 从 Zai 计算 Zn 的 中 间 结 果 , 即 


Y; == Yri +h Saafi), (9.32) 


Zi = zna HA > aif(Zi), i=1,...,s. (9.33) 
如 果 我 们 用 4 表示 元 素 为 aali, /一 1, 3s) 的 矩阵 , 利用 a” 
表示 A” TR. WMR 4 是 非 奇异 的 , oa? RRR A 
的 元 素 。 这 样 ， 我 们 可 以 将 (9.32)、(9.33)、(9.30)、(9.31) 分 别 
写成 


AfCY;) 一 > ag PCY; ~ Yu-1)> | (9.34) 


j=] 


hf(Z;) = Dy ag” 一 so) (9.35) 


j=l 
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Ya = Yni H Dy bag Yi — Yat) (9.36) 


i,j=l 


Zn 一 Zna 十 > bias Y( Zi — 2n-1) (9.37) 

定义 9.1 K Runge-Kutta 方法 称 为 B 稳定 的 ， 如 果 对 于 
所 有 满足 条 件 (9.29) 的 自 守 系统 (9.28) 的 数值 解 序列 Lyn}, 
Len}, BA Wai = zal] S Wyn — zaal 

显然 ， 由 B 稳定 性 可 以 推出 4 稳定 性 . 设 一 个 方法 是 8B 稳定 
的 ， 将 此 方法 用 于 试验 方程 yy 一 4y(Re(4) < 0)， 则 得 y, = 
R(h4)y,_1。 试 验方 程 的 了 一 4y 满足 单调 性 条 件 ,由 
| Yn — Zall S | 一 so 
可 以 得 出 1R(CAD)1 二 1， 即 方法 是 4 稳定 的 ，( 这 里 包括 了 
|ROA)| = 1)， 例 如 , 令 方 程 组 的 1 是 一 个 常数 矩阵 


(a) 


其 特征 值 为 Atip. 如 果 + 过 0， 利 用 通常 的 内 积 则 有 《f(y) 一 
fle), y — z) = Aly — z S 0， 即 满足 单调 性 条 件 ， 

下 面 给 出 Runge-Kutta 方法 为 了 稳定 的 充分 条 件 。 

定理 9.3 如 果 隐 式 Runge-Kutta 方法 满足 

1) 4 是 非 奇 异 的 . 

2) bi, bastet, b, 是 非 负 的 . 

3) cis cz Lt 是 互 寞 的 上 可 扩 。 


4) 0S D>) bap? <2, 


5) 阶 至 少 是 2s 一 2, 


6) SO ae?) = cr /mm, m=l,2,*-**,s—Il,t=l, =+., S, 


j=] 
7) > bici tay 一 Oil 一 cit, b= |,---,s— 1, 
i=1 
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1 一 l, <， taS 
则 方法 是 8 稳定 的 . 
WENA 和 若 将 (9.30) 两 问 在 to 展开 ， 比 较 AYR 的 系数 ， 
由 5) 得 


Dhe = L, k=1,, 2s — 2, (9.37,) 
f=] R 
& Bim = SP beta Ser U, m= 0, 1,1, s — 1). 4) EOS 
r,jol 
<2, WE l<m<s—1, BARS) 和 (9.37,), 我 们 有 

Sim 一 m >> bicia Paice 

isf Rul 
一 Y) bcl = m/(l + m). 

i=l 


如 果 1 之 1 过 :一 1 应 用 7)、5) 和 (9.37,)， 有 
po 一 -5 b; (1 一 ciai” 


2i © biaya 1/1 = 1, 
if Rel 
因此 ， Big 一 Boo T l, NERAD Bim + Oml 一 fotom. 当 


l 
| = l, 2,- ,s—l1 一 一 -一 十 -一 一 一 一 1 一 0。 


当 l,m=0 时 , 它 的 值 是 po(2 一 Bo) = 0. 


& (i, 7) 元 素 为 
ba (DD 十 bas; 一 S brati 1) > byak” (i, 1 一 1,2, > 5) 
k=ł 


EA M, 而 C 是 (i,1) 元 素 为 JG=1, s 120, 

一 1) 的 矩阵 。C7MC AY (1, m) 元 素 是 binten bobon, 
SUL MERY 1 或 0 的 非 负 定 的 二 次 型 矩阵 . 如果 56, 6&1，:……， 
FE RN, i M = (mi), & = Gas Sines? Sin)’, WA 
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I J 
\ 
S | mii (cis Ej) =(5 } Mmijsis S1 } 
ijl i jml 


N $ 
= $) (X mitan ) > 0, 
R=] eja! 
即 是 


taj] 


由 于 
DY aG” + bia XE Ei) 
一 > 26; (> af; "Ei, E) 
= > 2b; (> as PEG, Eo 十 E,) 
— 2 (>) bai; PE, Es) 
S-Bahn) ee 
gal k=1 k= 1 
-人 
vi 
= — ||) oa? + Golf + UP 
— 2 (>) biai is Es), 
故 上 式 可 写成 
> 2b, (> ai Eis Eo + E) + [lEoil? 
f=1 j=1 


Eo + >> bahs; | = 0, (9.38) 
f j=l 
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选取 fa 量 Čo =| Yai M nais B = (Y, — Ya) — (Z; — Za), 
(3 m= Ji eee, s), 所 以 由 (9.34), (9.35), 并 用 单调 性 条 件 ， 可 得 


(D aE, Eo + E) = ACY) — HZ), Yi— Zi) <0. 

(9.39) 

由 于 b; 之 0, (i = l, 2,° "5 s), 结合 (9.38), (9.39), 可 以 得 到 
lE — lls, + Dy biag PEM? > 0， 
再 由 (9.36), (9.37) 可 以 推出 
lly, -= Zal < yi 一 Za-all. 

所 以 ,方法 是 B 稳定 的 .定理 证 毕 . 

关于 BB 稳定 的 充分 条 件 ，[34]、{391 给 出 了 一 个 更 加 简洁 的 
定理 .我 们 这 里 只 叙述 定理 ,而 不 加 证 明 ， 

定理 9.4 如 果 隐 式 Runge-Kutta 方法 使 得 有 6,>0 (一 
l, 7" y s), A 是 非 奋 寞 的 ， 日 二 次 型 O(£,, STEEN 5, ) 一 


S 


DO maiii 是 非 负 定 的 ， 其 中 mi 一 bag? + bag” 一 


f j=l 
>, bag? >) braki” (i, j = l, 25°**5 5), ag” 是 A 的 (i, 
k=1 k=] 


1) A. HA Runge-Kutta 方法 是 BB 稳定 的 . 
1979 年 ，Burrage 和 Butcher”! JE B 稳定 性 概念 推广 到 非 自 
TRS. SWEET BN 稳定 性 概念 。 现在 我 们 来 讨论 这 个 问题 ， 


首先 假设 非 自 守 系 统 
y =f, y), FRY" — RN (9.40) 
的 了 对 所 有 的 yy zE RY, 16 R 满足 
(FG, y) —fG@,2),¥y—2) <0, (9.41) 


定义 9.2 KR Runge-Kutta 方法 称 为 BN 稳定 的 ， 如 果 对 
所 有 的 满足 条 件 (9.41) 的 非 自 守 系 统 (9.40) 的 两 个 数值 解 序 列 
{ya} 和 {Zn}; BRA || Ya p Zal < [Yni -T Zn—1| 成 并 。 
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Burrage 和 和 Butcher 给 出 了 了 稳定 和 BN 稳定 的 新 的 准则 ， 
这 个 准则 与 二 次 型 OC, Eate ta Š) = S Mis Si 相 联 系 , 其 中 


mi = DG + bidji 一 bbi. (9.42 ) 
由 此 ,研究 了 稳定 性 只 要 验证 这 个 代数 性 质 是 否 成 这 ， 
定理 9.5 WERA Runge-Kutta HERRA bi, hatete, 
六 之 0， 且 二 次 型 2 是 非 负 定 的 , 则 该 方法 是 BN 稳定 的 . 
证 有明 令 i = Yaa — Zasas vi = Y; — Zi, wi = hf(tsit 
hei, Yi) — hfa + hci, Zi/) = 1, 2,510, s) Me = Yn — Za, 
于 是 ,由 类 似 于 (9.32), (9.33) 的 公式 得 


vi = + Dawn i= 1,2,-++,5, ~ (9.43) 
并 由 类 似 于 (9.30), (9. 31) 的 公式 得 
v= n + > biwi. i (9.44) 
* 的 模 的 平方 是 四 


Jol? = lvl? + 2 > bid vo, wi) 


+ > > bibl wi wi). (9.45) 
由 (9.43) 和 w; 的 内 积 ,我 们 有 
(ve, wi) = vs, wi) — Dy a wis wi), 
将 其 代入 (9.45) 得 到 7 
lzlP = lvo? + 2 > bi ker, wi) 一 > mii wi, wi) 
设 w; = was .. ， w), 
如 果 


` 329 : 


(vi, Wi) = ACY; — Zi, Ita + Aci, Yi) 
— f(t + hej, Zi)? SO, 
那么 应 用 定理 的 假定 条 件 , 我 们 有 
lol? < ilv, 

故 该 方法 是 BN 稳定 的 。 定理 证 毕 ， 

显然 ,定理 9.5 所 叙述 的 条 件 也 是 8B 稳定 的 充分 条 件 , 即 有 如 
下 推论 : 

推论 ”如果 隐 式 Runge-Kutta 方法 满足 定理 9.5 的 条 件 ， pij 
AJ EE BAER. - 

现在 我 们 介绍 Burrage 和 Butcher” 提出 的 代数 稳定 性 概 
念 。 用 M 表示 其 (i, 力 元 素 为 biaa + bia; — bibi WS RRE 
阵 ， 

定义 9.3 隐 式 Runge-Kutta 方法 称 为 代数 稳定 的 ， 如 果 
b: 2O0G=1,2,-++,5), ETME EEREN. 

由 定义 我 们 知道 代数 稳定 的 方法 一 定 是 BN 稳定 的 . 4 稳 
定性 只 “是 讨论 解 线性 和 常 系数 微 分 方程 组 时 的 数值 稳定 性 ， 把 这 个 
概念 推广 到 更 广 的 情形 就 是 所 谓 的 AN 稳定 性 ， 

下 面 我 们 来 介绍 这 个 概念 ， 并 且 讨 论 它 与 BN 稳定 性 的 关 

考虑 试验 方程 

| y = ae)y, (9. 46) 

其 中 q 是 定义 在 实 轴 上 的 复 值 连 续 函数 (为 了 保证 问题 是 适 定 
的 )， 又 假定 4 只 取 非 正 的 实 部 值 ( 为 了 保证 它 有 一 个 在 量 值 上 不 
增加 的 解 )，(9.46) 虽然 只 是 线性 变 系 数 的 形式 ,但 也 反应 了 解 非 
线性 问题 误 詹 的 变化 性 质 . 

用 Runge-Kutta FEL h = ta — tary MK toa Bilt, Z 
值 求 解 的 计算 过 程 中 , 将 产生 4 的 一 些 值 ,用 bis btth AE 
示 这 些 值 与 4 的 乘积 。 因此 ,定义 
| o: = haltra + hc) G = 1,2,...,), (9.47) 
并 记 O = diag, asteeg Ss). Art (9.2), (9.3) 中 的 AK; 写成 
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Ki:， 其 中 的 * 取 成 » 一 1， 熟知, 如果 对 于 一 个 党 系数 线性 系统 ， 
& z = hq, WREKE y。 满足 
o Ya = R(2) ats (9.474) 
其 中 
Rv) = 1+ 2471 —2A)7'e, 
WIL e 二 (1,1,.…,1)'。 容 易 证 明 ， 利 用 我 们 对 非 自 守 系 统 的 
推广 ，(9.471) 换 成 为 


其 中 


Yn = KCE Ynis (9.48) 


K(t) = 1+ bU — AC) e, (9.49) 

— Kin, KCC) 是 bi batee, i NARA, RLF, 我 
们 称 KCC) 为 传播 函数 。 现在 我 们 定义 AN 稳定 性 ， 即 对 非 有 目 
TRARA REE. RTI: HERA BH, Reli) <0G=I, 
2,………,*)， 只 要 Runge-Kutta 方法 的 c = c RA GHG G, 
j= l, 2 ys). 

定义 94 隐 式 Runge-Kutta 方法 称 为 AN 稳定 的 ， 如 果 对 
所 有 上 述 的 “一 diag (Gs:t, 5,)， 方 法 的 传播 函数 都 满足 

K| <1, 

我 们 引进 如 下 的 定理 ,而 不 给 予 证 明 . 

定理 9.6 如 果 隐 式 Runge-Kutta 方法 是 AN 稳定 的 ， 那 么 
该 方法 也 是 4 稳定 的 . 

但 是 ， 该 定理 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 。 例如 考虑 Runge-Kutta 
方法 


+| Wu 让 | 一 
g| v oo | 一 
o| ws oo | pes 


ee ee 


v jm 
N | 


我 们 可 以 得 到 Re) 一 (2 十 z)/(2 一 z)， 对 于 Rel) 二 0, 有 
IRGI 二 1， 于 是 该 方法 是 4 稳定 的 。 对 于 传播 函数 K(5) 一 
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(8 十 3 十 1 一 下 一 36)， 显然; 当 Rel) S0, Rel) s 
0 H, KOIK, HEDER. 所 以 方法 不 是 AN 稳定 
的 . 

Ait, AN 稳定 性 比 4 稳 定性 的 要 求 要 多 一 些 ， 对 于 4 稳定 
性 没有 简单 的 代数 准则 来 刻 划 。 然而 对 AN 稳定 性 却 可 以 给 出 
简单 的 代数 描述 。 下 面 的 定理 9.7 给 出 这 种 代数 条 件 。 为 此 , 我 
们 首先 证 明王 面 的 引 理 ， 

S294 设 满足 de(I— 45) =0, 又 令 4 一 (1 一 
Aye, WA 


IK) — 1 =2 > biRe (Li) |u; |? — > m; iliailiui, (9.50) 
其 中 m 由 (942) 给 出 i 
证 明 由 于 um Deut =, 2,---, s), Ho, # 
交换 i Mi, FAR, 我 们 有 


b; = bu; 一 Sa (G=1,2,+°°,5), (9.51) 


i=] 


bj = bu; 一 > bjajjC ju; (i = 1, 2,++*, 5). (9.52) 
i=l 


现在 我 们 用 KE) =1+ Dd) bitim 的 共 辑 ( 且 以 ;代替 7) 
RE KC), 得 到 
KP — 1 = ble + biti + D) bibim, 


FHK (9.51), (9.52) 均 代 入 上 式 右 边 的 前 两 项 ，5| 理 就 得 证 . 
定理 9.7 代数 稳定 的 Runge-Kutta 方法 是 AN BE, K 
Z,Ž Gns c 是 互 异 的 ， 则 AN 稳定 的 方法 也 是 代数 稳 
ER. 
证 明 如 果 方 法 是 代数 稳定 的 ， 由 定理 9.5 可 知 方法 是 BN 
稳定 的 。 于 是 立即 可 得 定理 的 第 一 部 分 ， 另 外 , 从 09.50) 也 可 以 
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得 到 所 要 的 结果 ， 由 于 在 一 个 代数 稳定 的 方法 中 ,右边 部 分 一 定 是 
非 正 的 ， 

现在 来 证 有 明定 理 的 第 二 部 分 . 首先 我 们 注意 ， 由 于 Cis C19" "3s 
BASEN, bis biteto be 可 以 在 复 平面 上 任意 选取 . 为 了 证 
Ho, 之 0、 我 们 用 反 证 法 ， 假 定 有 某 个 六 和 0， 并 选取 56; = 
一 8， 其 中 € 为 一 个 小 的 正 实数 ,并 且 对 于 jr t, Ci = i}, 由 于 u 
=(1 一 AL) e, TJR m 一 [十 star an) ， 特 别 

. | 1l + Ca yy | 
1 
| ] 十 Eaj” 
故 可 选取 。 这 样 小 ,使 得 十 二 w <2, (9.50) 的 右边 部 分 变 成 
一 2b;eu; — (2b;4;; — Bew, 


HOB h < 0， 对 于 充分 小 的 6。 上 式 是 正 的 ,与 AN 稳定 的 方法 
的 IK(O)| <1 矛盾 . Bt a RAM. 

为 了 证 明 系 数 为 m 的 二 次 型 的 非 负 定性 质 , 我 们 仍 用 反 证 
法 。 对 于 一 个 AN 稳定 的 方法 设 有 实数 组 E Eott E 使 得 


> 3536; = 0; 则 选取 Cis Cag tts bs Ay Sai ite 28 H EE, EFL, 


ijel 


Bb 15 其 中 8 为 小 的 正 数 . 令 wu =1+- pi(s ) ， 其 中 当 € 一 0 时 ， 
lpi(e)| 一 0。 计算 (9.50) 的 右边 部 分 ,得 到 
IK(OP—1=— 8 SS miki) + sic(e) 


其 中 当 s 一 0 WH, Ie(e)|>0. 于 是 ,对 于 充分 小 的 8,1K(2)1>> 
1, 这 一 事实 与 AN 稳定 的 假定 矛盾 。 故 二 次 型 DI mikk 不 


能 为 负 定 的 ， 总 之 ,方法 是 代数 稳定 的 ， 定 理 证 毕 ， 

将 这 个 结果 与 定理 9.5 结合 起 来 ,我 们 立即 可 以 得 到 如 下 定 
FH, 

定理 9.8 BA c, carte ¢ 互 异 的 陷 式 Runge-Kutta FW 
法 为 AN 稳定 的 充 要 条 件 是 该 方法 为 BN 稳定 的 。 
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这 个 结果 有 重要 的 意义 ， 因 为 它 将 非 线性 问题 的 稳定 性 质 与 
线性 问题 的 稳定 性 质 建立 了 联系 。 并 用 一 定 的 代数 准则 来 刻 划 . 
这 些 条 件 之 间 的 联结 与 所 落 虑 的 试验 方程 的 非 目 守 性 质 有 关 。 但 
是 ， 在 4 稳定 性 与 8 稳定 性 之 间 尚 未 发 现存 在 这 样 的 充分 和 必要 

在 134] 中 ,已 证 朋 一 些 高 阶 的 方 枝 类 是 B 稳定 的 , TEHA 
要 考虑 它们 是 不 是 代数 稳定 的 。 令 M = (mi) BME, mi 
为 定理 94 mi. ABA, AMA =M., 如果 4 是 非 奇 异 
的 ,我 们 可 以 叙述 下 面 的 定理 。 

定理 9.9 MR ABE, b; SOG = 1, 2,---,5), X 
M 是 非 负 定 的 ,那么 Runge-Kutta 方法 是 代数 稳定 的 . | 

下 面 我 们 介绍 代数 稳定 的 方法 的 几 个 例子 ， 

例 9.1 ZRAZ Runge-Kutta 方法 为 

Lla 0 
1—ali—2 a 
1/2 1/2 


如 果 1> 二 方法 是 代数 稳定 的 。 由 于 


_ _ i 1 — 1 
M= (2 ie 1 上 小 
又 ,如 果 1 = (3 十 V3)/6， 方法 是 代数 稳定 的 ， 且 其 阶 为 三 ， 
例 9.2 Ngrsett99 构造 了 一 类 三 级 四 阶 方法 
A | 2 


1 二 一 1 À 
2 


2 
t— a 24 1 一 44 1 
b, b, b 
其 中 
b, = b, = 1/6(1 — 221, b= 1 — 2b, 
1/24 — 4/2 + 3}/2— r =090, 
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我 们 注意 到 上 面 的 最 后 一 个 方程 的 零点 近似 等 于 
a, = 1.06858, 2, 一 0.30254，13 = 0.12889. 

现在 构造 对 应 于 这 个 方法 的 矩阵 M ,但 是 首先 注意 ,对 于 4€ 
((3 一 V3)/6，(3 十 V3)/6), <0. 因此， 如 果 我 们 希望 
得 到 代数 稳定 性 , 4 不 能 等 于 a. Do M 是 对 称 的 ， 又 h= b, 
Mu = Ma = Mpe = My, | 

另外 ,因为 244 — 36} 十 122 一 1 一 0， 我 们 有 (1 一 42)/ 
6(1 一 2 人 一 (1 一 22)(3(1 一 2172 一 1)16(1 一 212 一 0， 当 
b, = b, 时 ， 有 Mo; = Mn, 还 可 证 县 4my, = 一 27013 = ma, 其 中 
my, == (22 — b,), ma = 6,01/2 —1a — bi), My = 6,021 一 D3), 
于 是 


1 一 2 1 
M = b (24 — 1/6(1 — 22)?) - 2 4 一 
1 — 2 1 
它 只 当 4 = 1, FEIRER, POR 4 = 1.06858, KPAH 
的 方 芒 是 代数 稳定 的 . 
正如 例 于 中 所 看 到 的 ， 对 于 更 高 阶 (s 之 4) HAA Runge- 
Kuta 方法 代数 稳定 性 的 检验 可 能 变 得 更 可 繁杂 、 这 里 就 不 讨论 
T. 


本 FE 附 注 


$ 1 主要 材料 取 自 Butcher 的 [33], Ehle 的 [50]， Axelsson 的 [23]， 
Lapidus 等 人 的 书 [71]， 淘 怀 民 的 [12], 

$ 2 的 材料 主要 取 自 Butcher 的 [361. 

§ 3 的 材料 主要 取 目 Butcher HJ [34], Burrage 和 Butcher 的 [39] 以 及 
光 怀 民 的 L12]。 
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第 十 章 RA Runge-Kutta 方法 的 实现 


从 前 一 章 我 们 看 到 , 隐 式 Runge-Kutta 公式 是 高 阶 的 , 4 稳定 
的 数值 积分 方法 ， 但 是 ,应 用 隐 式 Runge-Kutta 公式 ,除了 求解 线 
性 短 分 方程 组 ， 一 般 存在 着 较 大 的 困难 。 当 我 们 使 用 : 级 的 隐 式 
Runge-Kutta 方法 求解 mw 个 方程 的 一 阶 常 微分 方程 组 时 ,每 积分 一 
SOK, WARE sm 个 联 立 的 非 线 性 代数 方程 组 .如 果 这 些 代 
数 方程 组 是 用 Newton 方法 或 者 它 的 变形 来 求解 时 ， 则 在 每 迭代 
一 步 必须 求解 sm 个 线性 代数 方程 组 。 除非 这 个 方程 组 是 稀 琶 
的 ,并 且 应 用 了 稀 蕊 和 矩阵 的 技术 外 ,每 迭代 一 步 需要 的 乘法 个 数 的 
数量 级 为 $m, 于 是 , 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 实用 性 就 受到 限制 . 
本 章 将 介绍 为 克服 这 一 困难 ， 对 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 实现 所 
采取 的 一 些 办 法 ， 主 要 内 容 包括 ;等 效 代 换 的 迭代 方法 ; 修改 的 
Newton RPE; 对 角 线 隐 式 Runge-Kutta 方法 ; Butcher ale 
变换 及 其 相应 的 方法 ; Rosenbrock WA Runge-Kutta 方法 以 及 
广义 Runge-Kutta FRE. 

应 当 指出 , 随 着 计算 技术 的 不 断 发 展 ,特别 是 随 着 每 秒 亿 万 次 
计算 速度 的 向 量 计算 机 的 出 现 ,高 阶 的 4 稳定 的 隐 式 Runge-Kutta 
方法 哎 可 能 用 并 行 算法 来 实现 . | 


3 1 等 效 代 换 的 达 代 方法 


为 了 实现 隐 式 Runge-Kutta 方法 , 1973 年 ，Chipmanrel 提出 
了 一 个 等 效 代 换 的 迭代 方法 。 主要 思想 是 , 做 一 个 等 价 的 新 的 微 
分 方程 组 代替 原来 的 微分 方程 组 . 在 这 个 基础 上 得 到 一 个 迭代 格 
式 , 并 且 可 以 得 到 这 个 格式 收敛 的 充分 条 件 。 

RAS BAER DAS 
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y= iC, y), y(0) = Yos (10.1) 
其 中 f 和 3 E mEnE. WA s AA Runge-Kutta 方法 


Yny = Ya T AWK, n =0,1,2,°°°, (10.2) 
这 里 | 
K,\ ， 
K -| : | K; = f(t + Cih, Ya th 2, biiKi), (10.3) 
K, t= 1,2,-°°,5, 


其 中 K 是 m 个 元 素 的 列 块 ,KK 是 m xX s BIB. 又 ， 
W = (Wl,..., WL), 
I oh ie. 
现 假定 f 对 3 的 一 阶 偏 导 数 存在 , 将 (10.1) 改写 成 
| y = Ay + rU, Yy), y0) = y, (10.4) 
其 中 4 是 严 阶 常 窍 阵 , 开 始 时 可 选 成 为 《616y)w,y， 以 及 
r(t, vy) =f, ¥) — Ay. 
下 面 我 们 正式 定义 前 一 章 已 使 用 过 的 不 同 阶 的 两 个 矩阵 之 间 
的 一 种 运算 . 
定义 10.1 As Bree B = (ba), m 阶 矩阵 A= (ai), 有 


bud -+> &,A\ 
poa 5 
pad 4 
则 称 这 种 运算 是 了 与 4 的 Kronecker 积 。 
那么 就 得 到 关于 KK 的 隐 式 方程 


n 
a tiea 


A 


r CG F cih, Yn th >, buKi) 


7 一 1 


十 : ， (10.5) 


r (+. + Ch, Ya ta >> bak) 
| mt 
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对 于 m Xs 个 未 知 数 KK 的 非 线 性 方程 组 (10.5) 迭代 求解 。 因此 ， 
RAIA E 


A 
K+? = (E — A BOQA | : } 
A 


(mt chs Ya +A Y) bukye) 
f=] 


r (in 十 ch, Yan tA > bik? ) 
j=1 


来 定义 迭代 。 这 里 五 为 m x s 阶 单位 矩阵 。 应 用 rG, Y) 一 
y) 一 4y， 并 作 变 换 (7 是 玫 阶 单位 矩阵 ) 


Li bul +++ bl Ky | 
L; bf 7" bssl K, 
PE, RUT ERR R 


L+ == ((P6)1) — diag(hA))™' 
flr, + CA, Ya + AL'S?) —hALY? 
: ， (10.6) 


AEP 十 c,h, Ya + AL?) — hAAL® 


其 中 已 一 3， 并 假设 其 存在 。 

格式 《10.6) 的 收 合 性 的 充分 条 从 由 下 面 的 定理 给 出 : 

定理 10.1 MR fG, y) 对 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 且 对 
F t€ (tg, tort) FY = Yn FO nt — Ys), 00 <1, jo 
Oy)ww — All 充分 小 ,那么 由 (10.6) SE MAIR ARABI ER, 

证 明 ”我们 应 用 向 量 模 yl) = max1y;| 和 相应 的 矩阵 可 


L 
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Al] = max >) jail. 
fj 


plL) = ((P@1) 一 diag(h a) 
Ilta + ch, ys FALL) — hAL, ) 
由 + c,h, y, +AL,) —AAL, 
于 是 对 于 (10.6) 的 逐次 迭代 工 和 三 , 有 


lp(L) 一 pl) / 
fs 十 Cih, Ya + hL) pu it, 十 ch, Vn + hL.) 


(tn 十 c,h, Yn + hL,) _ f(t, + Ch, Ya + AL} 


+ ‘ACL, 一 Lı) 
ACL, — L.) 


aL. (tab cih, Ya + AG) Li — Lh) 
Y 


< H 
Of _ 
Oy (tn 十 Csh, Ya 证 ht, )( L, T L,) 
ACL, — L:) 
一 } 
ACL, ~~ L,) 
其 中 


© H=I(PQD — diag(hA)) h G = Li + OCL, — L), 
0 一 日 二 1， 一 1 S. 


上 述 不 等 式 也 可 写成 
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lp) 一 p(L)i < Ha + coh, Ya + hbe) 一 adl 


-Z — LI 
对 于 isr ss. 
因此 , 当 2E Cas innu) A Y= Ya H OYn — Yn), OOK 
LAY, [[(Of/Oy)G, y) — hAl <1/H, W PETERR. E 
理 证 毕 。 | : 


3$32 修改 的 Newton 迭代 方法 


应 用 * 级 隐 式 Runge-Kutta 方法 求解 一 阶 * 维 浓 微 分 方程 
组 ,每 积分 一 步 要 解 sm 个 非 线性 代数 方程 组 .1977 年 ，Bickart ”3 
提出 了 一 个 求解 该 类 型 的 非 线性 代数 方程 组 的 修改 的 Newton i& 
代 方 法 ,使 得 计算 量 大 大 减少 。 现 在 我 们 介绍 这 个 方法 。 

像 在 本 章 第 一 节 那 样 , 我 们 考虑 初 值 问题 

y = FG, y), YO) = yos (10.7) 

其 中 7 Af ee RAB. Sy, ER YG.) REE, tn = + 
nh, Yn 由 Runge-Kutta 方法 来 计算 


Yn = Yna th >) 3K, (10.8) 
jn 
其 中 
K; = f (in-i 十 cih, yn + h > aiiKi), (10.9) 
i=] 
i= l, s.. sS, 
令 | 
P; = yaa + h >) aiKi, (10.10) 
PY 
j= l, s.. S, 
或 者 等 价 地 令 


f 
Pi = Yar th >) aif) (i= 1,...,s), (10.11) 


一 
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这 里 

fi = flitni + cih, Pi). (10.12) 
注意 ， 我 们 可 以 把 P 看 成 是 y0) 在 tH tat ch € [litis ta] 
处 的 近似 ， 假定 年 阵 A = (ai) 是 非 奇 异 的 ， 由 (10. 11) 中 解 出 
fi, 4 

= >) aP; — K aii) Ponts (10.13) 

p = | ee, S, 
其 中 oi 是 AWB TR WICK. ABA (10.13) 7 LAR 
示 成 息 阵 的 形式 
(ATi@I,)P — AÒ — (QI n)Yaa = 0, (10.14) 

这 里 In 是 xr 阶 单位 矩阵 ，A7! = (ai), / 


i 


Doj. 
j=] P, E fı 
a = - |, (| -| 
f | P, f; 
Dci 


Hy (10.14) 对 PP 建立 Newton KRA. HPWH U1) 次 
wi P, 得 
(CARI m) — AJNE — P’) 
= — (A181 ,)P! — AD! — ABl m)Yn-), (10.15) 
FAY (10.15) 可 以 解 出 B+!， 其 中 
y= diag( (Of /I Y )en tenhs cee, 
COF/OY Jupiteren) (10.16) 
是 块 对 角 忠 阵 ， 我 们 知道 , 对 (10.11) 的 等 价 方程 组 (10.14)， 应 
用 Newton RER P, P 的 元 素 ) 等 价 于 对 (10.9) 应 用 Newton 
EAER K; (K BCR). 
WR (10.16) PA J ARNAR J 来 代替 ， 即 用 f 的 Ja- 
cobi PERRE, 
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j = diag(F,,---, Fea) = 1,QF a, (10.17) 
其 中 1, Æ s PP hr eke, M 
= fy(ta, Ya), (10.18) 
不 是 在 每 次 近代 中部 有 J 的 值 , .而 只 【是 在 点 ta LRE, ERN 
是 在 A= 0,1,---, 2-1 的 积分 步 的 节点 上 求 值 . 
应 用 (10.17) 3 (10.15), 我 们 得 到 修改 的 Newton #5, 
((A'@1,,) 一 上 1PFa))CB — P') 
= —((471001,,)P! — AD! — (a@ In) ¥n-1), (10.19) 
这 个 方程 等 价 于 下 面 的 矩阵 方程 
(8PFa)CPT — P) — (P P)(AT')T = E', (10.20) 
其 中 | 
P = (Piete, Pl), E! = PCA")? — AD — yd, 
D' = (fi, +e, f), 
(ATY 是 A" WHE. 
假定 aa) 表示 CA")? 的 特征 多 项 RA ANS 


a(a) = det(al, — (47T) = > aa. (10.21) 
k=0 
如 Jameson (Ul, Bickart“®) 所 证 明 的 ，(10.20) 的 解 可 以 表示 为 
pitt — pl = (a(hFa))! > aM ys ), (10.22) 
k=0 


其 中 
M,=0, M, = E', 
Mre = (AFa)Ma- + Mpral 47) — (AFA)M,-2( 47), 

从 上 述 过 程 中 我 们 注意 到 ,如 A<n—1, BA (a(AFa))? 
是 在 前 面 的 时 间 步 上 计算 的 ， 因 此 不 需 在 当前 的 时 间 步 上 计算 . 
另 一 方面 ， 如 果 â =n— 1, BA UAF 就 需要 求 值 ， 因 
此 需要 一 次 Jacobi 矩阵 的 计算 和 sm 十 m 个 数 乘法 。 数 乘法 
的 次 数 ( 包 括 除 法 的 次 数 )、 疝 量 求 值 的 次 数 和 Jacobi 矩阵 计算 的 
次 数 都 列 在 下 表 . 第 ?个 时 间 步 的 迭代 步 的 步 数 用 /来 表示 .。 为 
了 便于 比较 。 我 们 还 在 表 10.1 HAT Æ (10.19) 解 PP 时 应 用 
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((A1@1,) ~AUQFa)) 直接 求 逆 所 需要 的 乘法 次 数 。 称 用 
(10.19) 解 为 旧 方 法 ,而 用 (10.22) RM P 为 新 方法 。 在 新旧 两 种 
方法 中 ,向 量 求 值 次 数 和 Jacobi GR RAKSHA. 


表 10.1 RIERA 


n— j 新 方法 (对 P 求解 》 旧 方 法 (对 求解 》 


ri a el 


>F sm+s | sm ets 
+l a{stm? t Cm | +1 sm Cs? + sjm} 

sm t m’ + sm +s em +m +smts 
+ lm t (° + sm) | + 152m? + Cs? + sm} 


=f 


从 上 表 可 以 看 出 ,对 于 大 的 m, 即 求解 的 常 微分 方程 组 的 方程 
个 数 很 多 和 A= nl 时 计算 工作 量 最 大 。 在 一 个 时 间 步 中 对 
了 求解 的 乘法 的 次 数 的 表达 式 中 主要 项 是 smt 12m’, MAB 
接 求解 (10.19) 时 ， 乘 法 次 数 的 主要 项 是 sm 十 lem, WRH 
LU 分 解 而 不 是 直接 求 逆 ， 则 主要 项 分 别 变 成 为 Cs 一 2/3)m'+ 
om A (1/3) sm 十 1,?m?， 在 实际 求解 的 过 程 中 看 到 ，i。 对 
新 \ 旧 两 种 方法 实质 上 是 一 样 的 . 顺便 指出 ， 新 方法 比 旧 方法 所 饥 
机 的 数据 存 贮 量 小 。 

由 (10.22) 得 知 ,新 方法 求 首 是 对 闷 阶 矩阵 进行 的 , 而 不 是 对 
sm 阶 和 矩阵 进行 的 .在 许多 常 微分 方程 组 的 求解 中 ,特别 当 w 很 大 
时 ,往往 具有 稀 醇 的 Jacobi ARE Fe, FHA aA) RRs AA 
大 。 这 时 a(%Fs) 仍 可 能 是 非常 稀 蕊 的 。 应 用 稀 疲 和 矩阵 技术 仍 有 
好 处 ,例如 Fe 是 带 状 矩阵 ,并 有 小 的 带宽 就 是 这 种 情形 。 


$3 HARA Runge-Kutta 方法 


我 们 知道 用 Runge-Kutta 方法 求解 初 值 问题 | 
y = f2, Y), yO) = y (10.23) 
的 近似 值 ,其 思想 是 通过 求 积分 | 
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pian) 一 Cte) |G yO) de (10.243 


的 近似 值 来 得 到 从 fs 到 | batt 的 近似 解 ， 其 中 h == bats be 是 当 
前 的 积分 步 长 。 我 们 选取 求 积 刷 点 as Ctt c MMAR A, 
bz, er b,, 应 用 求 积 公式 

Wina) = Ilta) + A D bitty + cih, Wty 十 cih)) 十 BER, 


i=l 


(10.25) 
记 ta 十 ch 为 tais Ya) WEED y,. Æ (10.25) 中 将 Yn 
WERE YOn) WE. 在 同样 的 节点 上 数值 求 积 得 到 Yas 


Yai = Va T h Dy diflnis 加 1 一 1 (10.26) 


j=] 


一 般 来 说 ， 这 是 一 组 隐 式 方程 。 求 解 yw FRA C10, 25) 中 , 得 
到 3 的 下 一 个 近似 值 . 


Yny = Yn + h >) bifltass Voids (10.27) 
i=] 


与 前 面 用 天 表达 的 Runge-Kutta 公式 一 样 , (10.26), (10.27) 一 起 
定义 了 Runge-Kutta 方法 。 将 其 系数 排 成 表 


Ci (41 °° * His 
(10.28) 
Cs jas °° * Bes 


by cee b 


本 章 的 前 两 证 所 介绍 的 方法 ,都 是 为 了 克服 用 * ARA Run- 
ge-Kutta 公式 求解 ;个 一 阶 微分 方程 组 时 ， 一 般 需要 在 每 个 时 间 
步 求解 ms 个 方程 的 联 立 的 非 线 性 代数 方程 组 的 困难 而 设计 的 ， 
在 这 一 太 中 ， 我 们 从 另外 一 个 角度 来 研究 隐 式 Runge-Kutta 方法 
的 实现 , 即 基 础 于 Runge-Kutta 方法 本 身 的 改变 ,也 就 是 在 (10.28) 
中 应 用 一 个 下 三 角形 矩阵 Cai). Butcher 称 其 为 半 隐 式 Runge- 
Kutta 方法 。 IRK ms 个 方程 的 方程 组 分 成 解 : 次 zr 个 方程 
的 方程 组 , 即 对 一 1, 2 逐次 求解 (10.26)， 若 用 Newton 
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法 迭代 求解 , 则 线性 代数 方程 组 的 系数 是 阵 的 形式 为 
I 一 ha;,Of/Oy, 

如 果 在 半 隐 式 Runge-Kutta 公式 中 所 有 的 asn 都 相等 ， RORE 
为 对 角 线 隐 式 Runge-Kutta 公式 ,简称 为 DIRK AA. 

现在 介绍 Alexander 在 [22] 中 所 综述 的 一 些 结 果 。 对 于 Run- 
ge-Kutta ASK, 我们 仍 像 前 面 那样 作 如 下 的 约定 : :表示 方法 的 
RN, P 表示 方法 的 阶 数 . 

容易 看 出 , 隐 式 中 点 法 则 为 (s, 2) 一 (1, 2) 的 DIRK (1,2) 


公式 


1 
2 


w |= 


(10.29) 


| 


是 4 稳定 的 ， 

在 Alexander 的 综述 中 ,指出 Crouzeix 已 找 出 了 所 有 二 级 三 
阶 和 三 级 四 阶 的 半 隐 式 Runge-Kutta 方法 ,我 们 摘录 如 下 : 

定理 10.2 对 于 (s,?) 一 (2,3) 和 (bp) = G,4), BE 
存在 4 稳定 的 DIRK 公式 , 即 | 

(s, P) = (2, 3) 


(10.30) 
(s, P) = (3, 4) 
æ = 2cos(x/18)// 3 
(1 + «@)/2(C1 + «)/2 0 0 
1/2 —a/2 (1 + a)/2 0 (10.31) 


(1—a)/2| lta —(1+2a) (a)/? 
1/(6o) 1 — 1/(3e*) 11(6e) 
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定理 的 公式 (10.31) 说 明 , 具有 4 稳定 的 四 阶 方 落 是 由 其 三 
”级 公式 给 出 来 的 . 

定理 10.3 不 存在 其 有 GP) 一 (4,5) 的 DIRK(4,5) 公 

TROA TEWE, BRE AW s MERE (ey), DA $ brs 
HHR diag (,--+,¢,),b 为， HMB G), e 为 所 有 元 素 均 为 
ls ERE, 了 表示 矩阵 转 置 、 

定理 10.4 + PS5, 为 了 使 Runge-Kutta 方法 (10.28) 对 
于 (10.23) 中 每 个 充分 光 兴 的 图 数 C, y) 有 ? 阶 导 数 ， 必须 满 
足 条 件 (10.32-1) 一 (10.32-5): 


be = 1, (10.32-1) 
bTDe = +, bTAe =: (10.32-2) 
2 9 | 
bTDe = 1/3, bTDAe = 1/3 
/ /3 (10.32-3) 
bTADe = 1/6, bT Ae = 1/6; 
b™D'e = 1/4, bTDADe = 1/8, 
bT AD e = 1/12, B7A*?De = 1/24: 
/ / (10.32-4) 


biD’Ae = 1/4, b' DA? e = 1/8, 
b ADAe = 1/12, b’A*e = 1/24; 
b™Dte = 1/5, bTDAD’e = 1/15, 57 DA? De = 1/30; 
bi A’ Die = 1/60; 
b°D'Ae = 1/5, b DADAe = 1/15, b'DA*e = 1/303 
biA’DAe = 1/60; 
biDADe = 1/10, bTAD’e = 1/20, BTADADe = 1/40; 
bA De = 1/1203 
| BTD A’ e = 1/10, bT AD Ae = 1/20, TADA e = 1/403 


BT Ate = 1/120, 
(10.32-5) 


在 求解 大 的 非 线 性 刚性 方程 中 ,Prothero 和 Robinson?) 发 现 
4 稳定 的 方法 不 保证 给 出 稳定 解 ， 并 且 得 到 的 解 的 精度 也 常常 与 
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所 用 的 方法 的 阶 不 相 适 应 ， 由 他 们 的 工作 导出 了 新 的 稳定 性 概 


人 
/ne 


定义 10.2 Runge-Kutta 公式 称 为 S 稳定 的 ,如 果 对 任何 具有 
AA SAH ARR g:[0, TI 一 R 和 任何 正 的 第 数 b, 存在 一 
PERKA 加， 使 方程 
y = Ay — 80)) 十 SC 
的 数值 解 (yst, 对 于 Ya = g(1,)， 以 及 也 有 O<h <h 和 所 有 
WE Re(— 4) 之 1 的 复数 1 有 
Yaar — 8Uya) 
Ya 一 ECan) 
定义 10.3 Runge-Kutta AAR B S 稳定 的 (strongs-stable ) ， 
如 果 当 Re( 一 1) 一 oo 时， 以 及 对 于 任何 h> 0 和 [ts, itori]C 
[0,7] (4 n> œ 时 ), 有 
Yayi — Elina) | > 0. 
Ya — gU,) 
注意 ,5 称 定 的 方法 是 4 稳定 的 ( 取 ¢=0), MRUKWARY. 
我 们 知道 , 对 于 每 一 个 Runge-Kutta 方法 , 取 步 长 4， 将 其 应 
用 到 试验 方程 


< 


y’ = 1Y, Y(0) =, 

都 可 得 到 有 理 函 数 RA): | 
R(AL) = 1+ habt (I — hdA)“e, (10.33) 
Van = RCAL)Y,. 

正如 前 面 所 指出 的 ， Runge-Kutta 公式 称 为 4 稳定 的 ， 如 果 
Re(h14) 二 0 时 ,有 |R(41)| <1, Runge-Kutta 公式 称 为 刚性 4 稳 
定 的 (或 无 稳定 的 ,有 的 作者 也 称 为 强 4 稳定 的 )， 如 果 它 是 4 稳 
ERI AL 

) lim R(Ad) = 0, 


Rech <0 


EM 104 具有 非 零 对 角 线 的 半 隐 式 公 式 , 且 4 为 可 逆 矩 阵 ， 
它 的 RG) 在 无 穷 远 点 是 正则 的 , HA 
a= lim R(h4) 一 1 一 674e， (10.34) 
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4 ce, =] M ag = b, 1= 1, ,7 时 ， FBS BOTA, Runge- 
Kutta 方法 是 刚性 精确 的 . 

引 理 10.1 RARE 4; 一 i == 1,..*.,s HTNB 4 
的 Runge-Kutta Ah, Am = 0. 和 WRAAE A 称 定 的 和 
刚性 精确 的 , 它 是 刚性 4 稳定 的 . | 

证 明 结果 立即 可 以 得 到 .因为 由 (10.34)， sta~ = -(0, 
0,，-… , 0, 1), B4 RRITE 4 一 ,给 出 单位 十 阵 的 最 后 一 行 ， 

下 面 我 们 给 出 Alexander ”关于 判断 稳定 性 的 一 些 条 件 ， 而 
不 加 证 明 . 

定理 10.5 具有 正 对 角 元 素 的 4 稳定 的 半 隐 式 Runge-I -Kutta 
公式 为 Ss 稳定 的 充 要 条 件 是 |a| <1, 这 一 类 的 5 稳定 的 全 SK 
EIR S 稳定 的 充 要 条 件 为 它 是 刚性 精确 的 ， 

现在 我 们 把 这 些 准 则 应 用 到 Crouzeix 所 导出 的 DIRK 公式 

上 ,得 到 如 下 的 推论 

推论 1 具有 (:,?) 一 (2，3) 的 4 稳定 的 方法 是 5 稳定 的 ; 
具有 (s, P)=G, 4) 的 4 稳定 的 方法 是 5 稳定 的 ,除了 对 于 o= 
1 的 两 个 方法 以 外 ,这 些 方法 中 没有 一 个 是 强 5 稳定 的 . | 

定理 10.6 恰好 存在 两 个 二 级 二 阶 的 强 5 稳定 的 DIRK (2, 
2) 公式 和 一 个 三 级 三 阶 的 强 S 稳定 的 DIRK (3, 3) AA. EM 


fe 
a æ 0 
a — 
lie ee ao 一 1 土工 V2， 
1—a a 2 
° j o È of x 38+ 2 = 0 


b, b, a 
Ca >> (1 十 a)/2, 
b, = — (6a? — l6a + 1)/4, 


= (60 — 20a + 5)/4, 
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ER 10.7 不 存在 四 级 四 阶 的 强 5 稳定 的 DIRK AX, 

这 个 定理 说 明 , SIS SIPAT ISH S ERY DIRK 公式 至 少 需 
OR, 

现在 我 们 来 叙述 DIRK 公式 在 计算 机 上 的 实现 . 在 开始 时 
由 使 用 者 选取 下 面 的 5 个 公式 中 的 一 个 。 

1. DIRK (1,2) Rasta. 

2. DIRK (2, 3) “Crouzeix 公式 (定理 10.2). 

”3. DIRK (3,4) Crouzeix 公式 (定理 10.2). 
4. DIRK (2,2) ”定理 10.5 的 强 8 稳定 的 公式 ， 


DESTET 


5. DIRK (3,3) 定理 10.5 的 强 S 稳定 的 公式 ， 

我 们 知道 ，DIRK (1, 2) 是 4 稳定 的 ， 但 不 是 $ 稳定 的 ， 积 
分 时 按照 缩 小 一 倍 步 长 的 方法 来 估计 误差 和 调整 步 长 。 首 先 在 时 
Ale, 处 取 步 长 h， 由 7, 计算 iis 时 刻 的 值 记 为 yy. ER, H 
用 步 长 4/2 积分 两 步 由 7》, 计算 an 时 刻 的 值 记 为 Yst? 。 更 精 
确 的 YP 的 局 部 截断 误差 是 

Esn 一 [| ys 一 yaar ||/(2? — 1), 

Sich pO HAY. lll] 是 加 权 的 均 方 根 模 


Wl (E E yoy) 


ymax 是 积分 到 当前 zw 个 分 量 中 最 大 模 的 分 量 . 

局 部 截断 误差 E,;， 用 来 调整 步 长 ， 使 用 者 可 以 指定 一 个 精 
Re, | 

(1) WR Enu > 8， 则 这 一 步 被 舍弃 ， 然后 将 步 长 4 缩小 到 
ERT a BWR ~ 6/5， 

(2) WR 38/4 < Enn Se, WiK-PRREZ, (MND KR 
小 到 使 下 一 步 所 希望 的 误差 ~ €/5. 

(3) WR 6/10 < Ern S 38/4， 则 这 一 步 被 采用 , 并且 在 下 
一 步 应 用 同样 的 步 长 。 
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(4) 如 果 Ena < e/10， 则 这 一 步 被 接受 ,并 将 步 长 4 放大 ， 
使 得 在 下 一 步 所 希望 的 误差 ~ s/2， 还 使 得 有 

(i) 至 少 在 4 的 最 后 一 次 减 小 后 ,有 了 十 1 步 成 功 . 

Gi) 在 减 小 后 , 在 下 一 次 放大 4 时 , 至 多 放大 二 倍 , 而 在 任何 
情形 下 ,最 大 的 放大 为 10 倍 ， 

(iii) 每 次 放大 至 少 为 因子 1.3. 

每 一 级 的 隐 式 方程 均 用 Newton 迭代 方法 求解 ,矩阵 


1 一 echof/8y 和 了 一 ohOf/ Oy 


由 使 用 者 提供 的 Jacobi 和 矩阵 来 计算 ， 它 们 的 LU 分 解 可 以 存 幅 
起 来 重复 使 用 , 每 20 次 更 新 一 次 或 者 在 步 长 改变 时 更 新 ，y,,; 的 
初始 值 可 应 用 存 贮 的 导数 值 的 线性 内 播 和 外 播 的 组 合 得 到 。 如 果 
在 三 步 Newton 迭代 后 方法 仍 不 收 钦 ， 则 就 应 该 更 新 Jacobi $6 
阵 ， 

1977 4, Alexandex®? 通过 对 许多 种 问题 的 试验 指出 : 

(1) 对 于 高 频 振荡 的 问题 , 由 于 DIRK 方法 是 4 稳定 的 , 所 
以 它 胜 过 Gear 方法 . / : 

(2) 对 于 中 等 精度 的 问题 ，DIRK 方法 可 以 与 Gear 方法 相 
比较 ,但 是 对 于 高 精度 的 问题 ，Gear 方法 比较 好 ， 

(3) DIRK 方法 要 求 的 函数 求 值 次 数 及 调用 Jacobi 的 次 数 


RS, (eS Ger 方法 相 比 程序 本 身 的 工作 量 较 少 。 对 于 大 的 


问题 DIRK 方法 不 如 Gear 方法 有 效 。 
$ 4 Rosenbrock 的 半 陷 式 Runge-Kutta 方法 


为 了 数值 求解 自 守 系统 
y = fC), y(0) = y -= (10.35) 
其 中 y,f 均 是 mw 维 向 量 .。 在 1964 Æ Butcher 提出 高 阶 隐 式 Run- 
ge-Kutta 方法 之 前 ， 在 1963 年 Rosenbrock57 提出 了 一 个 介 于 显 
忒 公式 与 隐 式 公式 之 闻 的 、Runge-Kutta 公式 。 1969 年 Haines" 
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进一步 完善 了 这 类 公式 .这 类 半 隐 式 的 Runge-Kutta 公式 既 保 持 
AIN Runge-Kutta AARI A FAEERE M, MEn TER. EEA 
A Runge-Kutta 公式 实现 的 一 个 有 效 的 方法 ,其 一 般 形式 为 


Yati = Yn F >> WK,, (10.36) 


im 
其 中 
K, = h[lf(y,) 十 bi (ys ) 天 :] ， 
Ki = Al flyn 十 LaK) + I, 十 nnK.)K,] s 
Kah LO 2 Baki) + bt (9 +> niKi) K,| 
a (10.37) 
这 里 J = Of/Dy 为 Jacobi 矩阵 ， 

如 果 (10.37) 中 = bh, = = = b,=0, Wj (10.36), (10.37) 
成 为 显 式 Runge-Kutta AA, (10.37) 的 每 个 K 的 公式 中 ， 在 其 
右 端 也 只 包含 未 知 量 Ki,… Ki, 而 不 包含 未 知 量 Kin, Kins, 
K. 所 以 ， 实 际 计算 可 将 Koe, K， 从 相应 的 公式 中 解 出 来 ， 
于 是 


Ky = ALT — hoa) T On), 
K, = ALI ~ hb (ys + mK) IU, + BaKı), 


K, =} | Aba (yet D weki)| fmt D aks), 
(10.38) 
Rosenbrock 提出 这 类 方法 的 动机 是 想得到 稳定 的 Runge-Kutta 方 
医 , 同 时 又 要 计算 方便 ; 即 避 免 解 隐 式 方程 所 需要 的 迭代 。 公 式 中 
的 参数 Wi Wes bistre, Oss Bay Baste Bast’ a Bis-i? Nats 
Nay Matty Martta Asas 可 以 用 与 通 第 的 Runge-Kutta J7 RR 
Taylor 级 数 进行 比较 的 类 似 方法 求 出 来 ，[71]1 给 出 了 这 类 半 隐 式 
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Runge-Kutta 方法 的 几 组 公式 , 并 分 析 了 它们 的 稳定 性 , 现 摘要 从 
绍 如 下 : 


Rosenbrock ZZ =N ERRAR 
bi = 1 + / 6/6 = 1.40824829, 
b= 1—/ 6/6 = 0.59175171, 


Pu = mm = {—6 —V/ 6 + 6/58 + 20 6 3/(6 + T) 
= 0.17378667, 


W, 一 一 0.41315432, 
W, = 1.41315432. 


Rosenbrock 二 级 二 阶 半 隐 式 公 式 
b =h =l 2.2, 
一 (V 2 —1)/2, 


a = 0, (10.40) 
W, = 0, 


W, = 1, 
Haines" 推导 了 类 似 的 方法 , 并 且 包 含 了 误差 估计 ,他 得 到 


| 


(10.39) 


的 一 组 参数 如 下 ， 


Haines 四 级 三 阶 半 隐 式 公式 


b =l, b=1,b=1, b= <, 

ba = I, 
Pam tam oe 

Bu Hs bam, pu 一 之 ， (10.41) 
na = 1, 


aa = 0, 1a 一 0, nm = 0, 
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Calahan'* 提出 了 一 个 二 级 三 阶 公 式 
bi = b= = (1 十 V1/3) = 0.788675135, 


Ba = — 241/3 = — 1.154700538, _ (10.42) 


m=0, W, = = = 0.75, W, = 0.25. 


将 此 类 方法 应 用 到 试验 方程 y 一 ay 时 , 就 导出 形式 如 
Yaar = R(AL)yY, 

的 关系 式 , 其 中 RA) 为 hkh 的 有 理 多 项 式 。 如果 Re(h4) <0 
时 有 |RGA)| 一 1， 则 方法 是 4 稳定 的 。 为 了 证 明 这 一 点 ,只 要 
证 明 当 jg 一 一 0 吕 时 (u= hi, h> 0)，|RG) <1, 

对 应 于 (10.39) 的 
omn 
RGA) = 一 一 一 一 一 ， 
1 一 241 十 A hy? 


显然 , 当 Re(84) <0 时 ,|R(44)| 二 1。 所 以 ,方法 是 4 稳定 的 . 
对 应 于 (10.40) 的 
1 + (V2 — 1)hn 
> 3 > \ p22 
1+ (/ 2 -2a + (ŽV 2) a 
这 样 ， 当 Re(h4) <0 时 ， [RGA)| <1, m B. 3 A @ BM 
Re(A1) 一 一 o It, |RG2)| 一 0， 所 以 方法 还 是 世 稳 定 的 。 上 


述 两 个 方法 的 稳定 区 域 ,如 图 所 示 。 
对 于 Haines 方法 ,有 


CEEE 
3 9 3 


R(hh) = 


R(hà) = a ee 9 
1 一 3 hà 十 SRA’ — 3k72? 十 3 Ar} 
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-16 -12 -8 -4 0 +4 +8 +12 +16 
Re thd) 


Ai 10.1 二 阶 和 三 阶 Rosenbrock 方法 的 稳定 区 域 


方法 仅 在 虚 轴 上 有 一 个 很 小 的 不 稳定 区 域 ， 且 是 工 稳定 的 。 对 于 
Calahan 方法 ,有 


一 ~ 一 292 
Rha) = 10257841 一 0.45642 


1 一 1.57844 十 0.62242? 
方 读 是 4 稳定 的 . 

从 上 面 所 给 出 的 公式 中 可 以 看 出 ,这 一 类 方法 具有 隐 式 Run- 
ge-Kutta 方法 的 重要 的 稳定 性 性 质 ， 并 且 它 避免 了 解 非 线性 联 立 
方程 组 .在 实际 的 计算 过 程 中 , Jacobi HM J = Of/Oy 不 需要 每 
次 都 重新 计算 .特别 对 于 常 系数 线性 微分 方程 组 y 一 4y， 相 应 
A Re AT!) 只 需要 计算 一 次 


§5 Butcher 是 阵 变换 及 相应 的 方法 


不 失 一 般 性 ,我 们 考虑 * 维 自 守 系统 的 初 值 问题 
| y = fO), yO) = y. (10.43) 
由 和 级 隐 式 Runge-Kutta 方法 
K; = Yaa HA S aif(Ki), p= l,e, S, (10.44) 


i= 


ys = Yni tA Ò, dif(Ki) (10.45) 


j=l 
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得 到 (10.43) 的 近似 解 。 为 了 求 出 满足 (10.44) W Kp j= e, 
*， 通 常 采 用 Newton-Raphson ARTE. 假设 经 过 一 次 迭代 后 


Ki 的 修正 值 为 Ki +o, j=l, s, ho; 由 下 式 确 定 


I — han); —hayJs 7" — ha,,], 01 
— haaji I — hanja se — hasJ; oP 


— haa, — ha aJi .… | 一 hassJs 5， 


Ky — Ya- — A >> ayifCKj) 


fr] 
十 : = 0, (10.46) 
K, — Ypa — A >; aif CK; ) 
其 中 
Of (xy... Oh ig. 
ay, (RA «Bo (Ks) 
Jig) Am iy aR, i= bye ,5。 
Sim egy... Ofm cK. 
By, (K;) By (K;)} 
为 了 下 面 叙述 方便 (10.46) 式 可 写成 缩 简 的 形式 
ð; — h > aijJidi — z; = 0, (10.47) 


fm] 


这 里 


Z; = — K; 十 Yra 十 h >> aifUKi), i= ],..., S. (10.48) 
i=l 


使 用 Newton-Raphson 方法 求解 ms 阶 非 线性 方程 组 , 计算 时 间 主 
IEA Jacobi 和 矩阵 的 求 值 和 线性 代数 方程 组 (10.47) 的 处 理 上 ， 
1976 年 ，Butcher 提出 了 一 种 年 阵 变换 方法 , 即 对 (10.47) 预先 
做 适当 的 变换 ， 可 以 使 迭代 所 花 的 工作 量 大 大 减少 ， FRE 


录 [35] 中 介绍 的 有 关 的 一 些 结果 . 


假设 s MAERED 4 一 (ai), ms BIRO, zx 为 
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则 (10.47) 去 为 
Ô, 01J anjJa*** Qisds\ /os zy 
Oy — } anji anj ses Gas] s 02 _ 23 = 0), (10.49) 
oP Aad: aaz” ** dass Ô, 2s 


AJL 5;， zi; fe mn nE, Ji fz m by ER, i =1, s, i A ie 
J= h= h“ -= =), HE, MWA 


| auji *** ists auj c+ a 
E N 
aai ce? aJs haJ >t asJ 
(10.49) 却 变 为 D 
人 一 /4 的 15 — z =). 
ie 
M =I[Q1—hAQJ, 
则 方程 组 (410.47) 可 写成 
MD 一 xz 一 0， (10.50) 
这 里 了 是 : 阶 单位 矩阵 , I Emn Mh i BR, 
以 下 假设 4 是 非 奇异 的 , PLO 是 待定 的 * 阶 和 矩阵 ,又 令 
& = (071@1)8, 一 (PO!)z, 
M = (POI)M (Q81), 
把 M 代 入 上 式 , 有 
M = (PQ1I)\TQI — kAQJ OQI) 
= (PTQT — kPAQJ OQI) 
= (PQ)QI — A(PAQ)@J. 
再 令 4=PAQ, Il 
M = (PQ) QI — hADIJ. 
于 是 , JEA (10.50) BRA 
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Mi — z = 0, (10.51) 
其 中 xz 是 已 知 量 . 
下 面 我 们 分 析 如 何 选 取 年 阵 PP 和 2 来 减少 计算 量 。 A, R 
是 非 奇 寞 的 ，4 ”的 广义 的 Jordan 标准 型 为 


Li” | 0 
RIAIR = My dy 
0 ar 


这 里 是 4 的 特征 值 。 当 Ae ua 时 ,pi 一 0, PH Myers, 
当 Ueda 时 ， 必 为 零 或 为 任意 的 非 零 数 ， 这 里 u 非 零 时 取 
He = 17", | a 

4 D= diag (4,… ,4,),， 并 选取 P= DRA", O= R, 
则 有 | 


PO = & 1 0 
1 
这 里 下 对 角 线 元 素 G1, &2,°°° 8s 是 0 或 者 1 , 且 有 
| PAO =D. 


XR, (10.51) HERE M 的 对 角 元 素 为 形 如 工 一 hg 的 子 块 ,下 
对 角 元 素 为 零 块 或 1, 其 余 都 是 零 块 。 在 这 种 情形 下 ,就 变 得 只 要 
对 每 个 对 角 块 进行 LU .分解 和 分 割 成 :个 独立 的 子 块 的 回 代 过 
程 。 显 然 , 这 比 直接 对 m 阶 滤 阵 M 进行 LU ORB NAST 
Re. 
从 上 述 的 过 程 中 看 到 ， 为 了 节省 计算 机 时 我 们 逢 望 算 阵 4 只 
有 实 特 征 值 ， 特 别 地 恰好 只 有 一 个 * 重 的 实 特 征 值 的 情形 是 很 适 
A&F Butcher 提出 的 这 种 矩阵 变换 。Burrager2 提出 的 简单 隐 式 
方法 和 Negrsett% 提出 的 配置 方法 就 是 具有 这 种 性 质 的 Runge- 
Kata JE. 下 面 我 们 仅 介绍 简单 隐 式 Runge-Kutta 方法 . 

1978 年 Burrage”) 提出 了 简单 隐 式 Runge-Kutta FRE. € 
是 隐 式 Runge-Kutta 方法 实现 的 比较 有 效 的 方法 。 在 这 神 方 法 类 
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Hh, Ee AFORE ARA ERA Runge-Kutta 方法 的 三 角形 结构 ,但 是 
它 其 有 只 有 一 个 重 根 的 特征 多 项 式 。 由 于 这 种 方法 结构 简单 ， 
容易 实现 变 阶 变 步 长 的 积分 程序 包 ， 

为 了 构造 这 种 方法 类 , 现 做 如 下 的 简化 假定 : 

定义 105 LL CO), DO), BY) 表示 以 下 的 条 件 ， 

CO): >) auch! = chk, 对 于 i=l, s R k=l, 2,…， 


i=l 


p. 
D(p): >> bic a; = bi 一 of )/k, 对 于 j= lle, s, 和 


é=1 


k= 1, 2,-°+, P, 
B(p): >) beh = 1/k, 对 于 《一 1，2……，P。 


为 了 以 下 讨论 方便 ， 我 们 不 加 证 明 地 引用 Butcher! 最 早 发 
表 的 关于 * 级 Runge-Kutta 方法 的 如 下 结果 : 

引 理 10.2 命题 C(n), D(E), BO) 成 立 ， 其 中 pE + 
ntl, pS2n+2 表示 方法 具有 Pp 阶 . 

， 从 这 个 引 理 可 以 看 到 ,对 于 + 一 0, .…,s， 则 由 条 件 C(s 一 
1), DG), Bl+) 表示 方法 具有 十: Br. WEYA a, 
c 是 互 异 的 , 在 定理 10.8 中 将 看 到 ，4 必 将 是 一 个 类 似 于 特殊 类 
型 的 矩阵 . 命题 C(s—1), DO, Bl+ A)R B aeee, 
互 异 的 方法 称 为 转换 方法 . | 

定义 10.6 若 : 阶 的 或 更 高 阶 的 转换 方法 ,其 Range-Kutta 4 
阵 正好 有 一 个 实 的 * 重 的 特征 值 , 则 这 个 方法 称 为 简单 隐 式 方法 . 
定理 10.8 。， 级 : 阶 的 或 更 高 阶 的 转换 方法 族 由 


ci | 
| V,4 V7! 
Esi. 

b, +++ b, 


给 出 ,其 中 ORERF b) 一 《1 l/s)V>", 
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0 0 
1 Ci CT 1 
0 , 
1 Ca t. c3! ; . ; 
V, = ， 4 一 | 0 1/2 , _ fs 
1 ce ef : 
0 0 .16 一 1 a, 


æi E R, 7=1,++¢,5, 
证 明 由 转换 方法 的 节点 casee, ce 是 互 异 的 , 所 以 4 可 写 
成 
A=V,A,V;", | (10.52) 
其 中 vy, E Vandermonde 乔 降 ， A, WCHL a; ER. 
令 er, Cay ttg es 是 标准 的 列 基 向 量 ， 又 令 C= (c$, e, 
ci), k=0, l;e. AER CO1) 与 
ACK = CR/k, R=1,...,s— 1 (10.53) 
ESM. H (10.52) 


A,ViICk? = 站 VCR, 
但 
VIC ! == ehs Vr 1C* = “ttle 
故 有 


1 
Asek EE kt k = 1 ……，5 一 1, 


由 此 可 得 4, 前 :一 1 列 的 元 素 ， 


0 0 ess 0 is 
1 0 u 
A:=|1 0 1/2 > ly GER, i=], s, 


0 0 -1 一 1) a; 
(10.54) 
由 定义 10.5, R Bis +2) 是 


d 4 
Ds bich TF 《一 1 十 1 
=1 
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AAT Ro BARA, 前 * 个 等 式 是 
(ttes bV = (1 È) 
或 
(4,,°°°, 一 (人 1， L/s)V;", (10.55) 
最 后 ,条 件 D(z) 就 是 
RCh, t} Decx )A = (b, 一 bich," “* ,bi bch), 


k= re 2 


fe X= 1,2,.… ,+t 写 在 一 起 , 即 


l+ +--+ 1: &, bil — a)... 8,01 — c) 
221ci ... 26,€, 4 b,(1 ci) se." 6,1 一 c$) 
bict! ... thot bl—ca) 6,1 — ce) 


WARK VAV, BARV, WS 


1 - Xb; l © Bbc; +++ 1+ 3b;c87? 
226; c; 22b; +++ 25b A, 
Shc! bch we 15bit 
Ebl — ci) Eb — ey +++ Eb — ceo 
= (55,1 — eo) 2a(1— ede; ++ BHC — ede |, 
Zbl — ci) 2,01 — cie +++ Eb 一 cc 和 


应 用 条 件 Bt), k = FERES sti, 有 


] .1 ] . 4 . je 4 
2 $ 
1 1 1 
2 “本 oe 2°47 4 
1 1 1 
f = 一 一 ie 
f t -+i stil 
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t 1_1 „4l 
2 2 3 $ s+ i 
1 1 1 1 
-| 173 FTF VTS 
-i 41 1 .1 1 
é+] 2 t -+ 2 $ ster, 


写 出 与 4, 最 后 一 列 有 关 的 上 个 等 式 , 即 
jis 1 
2; R+j—-1 s(s + Å) 
定理 证 毕 . 
定理 10.9  * 阶 的 或 更 高 阶 的 简单 隐 式 方法 类 由 定理 10.8 给 
出 ,并 有 | 


DN DI it pel.. 
Aks ( 1) Ga) (k— 1)! 4 ? R l, » $3 


, k=],...,4, (10.56) 


1E R — {0}, 

证 明 根据 定义 10.6, 简 单 隐 式 方法 有 互 异 的 节点 c. 因此， 
A=V,A,V;' 是 相似 变换 ， 所 以 4 的 特征 多 项 式 和 4 的 特征 多 
项 式 相 同 。 但 4, 的 特征 多 项 式 是 


ple) = af — So 一 zt 一 1 


简单 隐 式 方法 应 有 
plz) = (z — 14)’, 
比较 = 的 系数 便 得 到 定理 的 结果 . 
定义 10.7 次 数 为 :的 多 项 式 LO), EXX 


LW = D o Dh T) eit, 
7=0 j | 
对 于 整数 Hm, 0<m 过 x， 我 们 还 定义 多 项 式 为 
mr me Sf py (7 ™ zil(n —F 
pre) DPD a - A. 
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由 这 个 定义 ,我 们 知道 如 果 LO) 表示 L) HAWKS, 
BA 


psl) = (— 1)” (n — m) 12" -mL (4 ) /a 


推论 ”简单 隐 式 方法 ， 如 果 它 具有 定理 10.9 给 出 的 形式 , 且 
条 件 DLL1)，B(* 十 1) 成立, 则 方法 为 :十 1 阶 . 
证 明 ”由 条 件 DAO) 5 (10.56), c= 1, WA 
—, Bs _ 1 = 0 
kai R s(s+ 1) 


将 定理 10.9 中 的 oy, RAER 
s— (s 1)! s s—kti — I _ 
一 Tt 一 多 1 l 
y=) (2) 


ky k— 1 s(s + 1) 
BD 
s—1- (s — 1)! $ s—h a 
2 ye er Get 
或 者 


oC) = 0, 

Burrage”? 还 证 明了 如 下 的 定理 ,这 里 摘录 如 下 ,不 加 证 了 明 ， 

定理 10.10 ”简单 隐 式 方法 的 最 大 阶 数 为 “十 1. 

现在 我 们 来 讨论 简单 隐 式 方法 的 稳定 性 。 对 于 给 定 的 2， 简 
单 隐 式 方法 的 特点 之 一 是 ,它们 像 半 隐 式 Runge-Kutta 一 样 ,有 同 
样 形式 的 有 理 函 数 

R(z) = 1+ 2671 — zA )`e, 

Ngrsett ” 研究 的 半 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 4 稳定 性 所 取 
得 的 结果 稍 加 修改 就 可 应 用 于 简单 隐 式 方法 ， 

定理 10.11 对 应 于 * 阶 的 简单 隐 式 方法 的 有 理 函 数 ,由 


R(z) = (— 1) 5 AŽLYTP(1/2)zt/ (1 — 42)! (10.57) 


给 出 。 
按照 这 个 定理 的 公式 (10.57)， 若 L/2)=0, M RC) 
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是 :十 1 阶 的 简单 隐 式 方 半 的 有 理 冰 数 . 

定理 10.12 : 阶 的 或 更 高 阶 的 简单 隐 式 方法 为 4 稳定 的 充 
Be ok EE Fe 

1) 特征 根 4 > 0; 

2) |L,C1/2)| < 13 

3) LOYD Dy 2,6): 
LAO (y)dy 之 0 对 于 所 有 的 PER, 其 中 《= [(s + 2)/2]. 

Burrage ”指出 ,通过 计算 给 出 如 下 的 4 稳定 的 方法 的 4 值 的 
范围 . 

家 10.2 


[1/2, oo] 

[1/4, 00] 

fl/3, 1.06858] 

(0.39434, 1.28057 ] 

[0.24651, 0.36180] U[0.42079, 0.47328] 
(0.28407, 0.54090) 


Eh A 


我 们 注意 ,一 条 不 要 选取 区 域 的 边界 上 的 4 值 ,因为 4 的 小 的 变化 
能 引起 非 4 稳定 性 。 在 简单 隐 式 方法 中 选取 1 时 , 有 两 种 自然 的 
选取 ,即使 得 这 个 方法 有 * 十 1 阶 4 稳定 的 或 者 有 s 阶 工 稳定 的 ， 
因此 ,我 们 有 如 下 的 4 的 数值 表 


家 10.3 
s 级 简单 隐 式 方法 AMEN P= s +1 LERAP = s 
1 1/2 | 
2 (3+V 3/6 (24772 )/2 
3 1.06858 0.43587 
4 一 0.57282 
5 0.47328 0.27805 
6 


一 0.33414 
TT mm ee np 


$6 广义 Runge-Kutta 方法 


1967 年 ，Lawsoa 利用 变换 的 方法 将 刚性 方程 换 成 非 刚 性 
方程 的 思想 构造 了 适合 于 解 刚性 方程 的 4 稳定 的 广义 Runge-Ku 
ta J. 


考虑 求解 初 值 问题 
| y = ff, Y), YC) = Yos (10.58) 
其 中 y》 和 f 是 mw 维 向 量 . 我 们 定义 新 变量 
x(t) = exp(— tA )y(07), (10.59) 


Fe, (10.58) 变 成 为 
x(t) = exp(—74)[fU, exp(14 )x@)) — Aexp(td )x(2) 1, (10.60) 
x(to) = exp(— 44) y%. 
这 里 辽 是 符 定 的 普 阶 定 阵 。 我 们 如 果 记 (10.60) 为 x’ = gl, x), 
WUE PRAY Jacobi 矩阵 为 
gr = exp(— ¢4)[0f/Oy — Alexp(iA) (10.61) 
At, g: 的 特征 值 为 6f/6y 一 4 的 特征 值 ， 若 选取 4 使 得 这 些 
特征 值 都 很 小 , 则 方程 组 (10.60) 就 是 非 刚性 的 . 
将 一 般 的 显 式 Runge-Kutta 公式 
Ya = Yn th D7 iKi, 


i=1 
K; => ic + cih, Yna 十 h > aiiKi), (10.62) 
j= 1,...,s, 5 
0 二 a 三民 :ec 一 1 
应 用 到 (10.60) ， 并 将 公式 中 关于 exp(14)x(s) 的 各 项 分 别 用 
表示 ,我 们 得 到 
K, = exp (— AL fas exp (4,4) x) Aexp (1,A)x,], 


i—i 
pi = exp[ (ts + cih) A] E >> aiikil, (10.63) 
i=l oa 
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K; 一 expl— (ix + cih) ATC, + cih, Pi) _ Abil, 
t= 2,°°+, S, 
Anil “7 Xn 十 h > 6;K;. 
ER K 中 除去 exp[ 一 (zs 十 ¢4)4) PARRA Kt, 相当 于 pp， 
的 量 表 为 pr (i 一 1],...， s), 指数 只 用 增 量 ， 并 取 某 种 近似 。 这 
个 算法 也 可 以 改写 成 更 方便 的 形式 
Kr = (tas Yn) 一 AVns 


一 
pt = E(c;hA)y¥, +A >) ayiE[ Ce; — ci)h ANKY, 
j= 
K* = f(t, + cih, pF) 一 Ap*, (10.64) 
Yar = ECAA)y, + h >) ELC — e)AAIK?, 
f=1 


其 中 E(hA4) 是 exp (44) 的 近似 。 短 阵 4 的 最 自然 的 选取 是 f 


”的 Jacobi $B Of/Oy. 但是, 我 们 只 需要 861/6y 一 4 的 特征 值 


小 就 行 ， 所 以 这 种 选取 并 不 要 求 很 精确 ， 可 以 积分 一 段 时 间 计 算 
一 次 。Lawson 证 明 ,如 果 对 于 所 有 的 A, NECA) 二 1， 则 算法 
(10.64) 是 4 稳定 的 。 指 数 近 似 ECA) 最 好 取 Padé 近似 。 

由 于 方法 中 包含 了 Padé 近似 以 及 积分 一 段 时 间 计 算 一 次 
Jacobi 矩阵 ,因而 具有 Rosenbrock 方法 的 类 似 性 质 . 但 是 (10.64) 
式 出 现在 六 和 ys。 中 的 求 和 可 以 看 成 是 形式 为 


h | exp[(a — T)hA]K(G, + rh)dr 


的 积分 近似 ， 

算法 (10.64) 的 过 程 虽然 是 稳定 的 , 但 可 能 需要 很 小 的 积分 
步 长 ， 因 此 可 能 花费 更 多 的 计算 机 时 .为 了 死 服 这 种 缺 把 ，1975 
Æ, Ebe 和 Lawson’! 提出 将 (10.64) 式 的 最 后 一 步 用 


Yayı = E(hA)¥, + h > WAAA)KP (10.65) 
f=} 


KRE. 这 里 的 矩阵 WAA) 具有 如 下 的 性 质 ， 
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1) W;(0) = 4], 是 单位 矩阵 ; 
2) biW ;(hA) = biWilhkA), 妇 果 Ci == Cf; 


3) D, WAAG) = My, k= D, 1 一 1 vs 
i=] 


其 中 vz 是 方法 中 不 同 的 cs 的 个 数 。 
而 | 
Mo = (AA) "(E(AA) — I), 
Min = (AAG + 1)M; —1), i=0, 1 op 一 2 
这 里 M, oexp(AA) 的 近似 ECA) 来 确定 ， M, TEREI, 
由 2) 和 3) 式 结合 可 以 推出 存在 唯一 的 解 (Wj i=l, er, 


mM. 
类 似 地 也 可 将 4 ENa 一 0)44]K} BRD 
咱 "exp[(e 一 r)kAIK*(t, + rh)dr 的 近似 ， 并 且 将 其 换 成 形式 


DAD Via KY 的 求 积 公式 ，Pu(h4) 与 上 面 的 Wi(h4) 


RUSE, BISWA KF 被 精确 闻 积 分 到 与 原始 Runge-Kutta 
方法 相同 的 阶 . 
例如 ， 我 们 来 考虑 经 典 的 四 阶 显 式 Runge-Kutta JE. 由 
exp(z) AY Padé 近似 
Ei(z) = [1 — 32/4 + 27/4 — z’'/24]1 (1 + 2/4) 

表示 成 为 d51(z)n3a(z)， 我 们 得 到 

W Cz) = dai(2)(1/6 + 2/24), 

Witz) = W3@) = dri) (1/3 — 2/12), 

W Cz) = dy i(2) 1/6 — 2/8 + 27/24), 
在 这 种 情形 下 AR Vie) = ari) — 2/4 + 27/24). 这 财 广 
又 Runge-Kutta 公式 的 形式 为 

Ki = fans Ya) 一 AY, 

meee b(n 
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Kt= f(n + h, p7) — 4o}, 
2 
p3 = E;, (HE )y, + La V, (45) KT 


K; = f( 4, + 7 px) 一 AP}; 


pi = Es,(hA)yn + AV CAA)KF, 
Ki = f(t» + h, p+) — Ap4, 
Your = Ex,ChA)y, + ALWiKE + WK? + K3) + WKF). 
Ehe 和 Lawson’ 指出 ， 对 于 线性 问题 ， 刚 性 比 从 100 到 
10000 RY, JOX Runge-Kutta 方法 与 Gear 方法 两 者 差不多 ,但 是 
当 特 征 值 虚 部 比较 大 时 ， 这 里 介绍 的 广义 Runge-Kutta 方法 比 
Gear 方法 要 好 。 


A 章 附 注 | 
$ 1 的 材料 主要 取 自 Chipman 的 [48]; 
”$2 的 材料 主要 取 自 Bickart 的 [28]; 
$ 3 的 材料 主要 取 自 Alexander 的 [21]; 
$4 的 材料 选 自 Lapidus 等 人 的 书 [71]; 
$ 5 的 材料 主要 取 目 Butcher 的 [35],Burrage 的 [37] 和 汤 怀 民 的 [12]; 
§ 6 的 材料 主要 取 自 Lawson 的 [72] 和 Ehle, Lawson 的 [53]。 
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第 十 一 章 组 合 方法 
$1 例 F 


许多 系统 的 运动 可 以 用 一 个 常 微 分 方程 组 的 初 值 问题 
x = H(x, 1), x(t) = ro, x E€ R” (11.1) 
来 摘 述 . 老 系 统 很 大 , 则 微分 方程 的 维 数 很 高 。 常 有 这 样 的 现象 ， 
有 的 变化 很 快 , 而 有 的 变化 很 慢 . 假设 方程 组 (11.1) 可 以 分 解 成 
直面 的 形式 的 两 个 子 系统 
y= fy, 2, 1), Vo) = %, YER”, (11.2) 
gz = gly, zit), 2(10) = z, zE R”, (11.3) 
其 中 (11.2) 可 以 看 成 是 刚性 方程 组 , (11.3) 可 以 看 成 是 非 刚 性 方 
程 组 ， 这 种 情形 在 自动 控制 系统 数字 仿真 、 电 子 网 络 、 电 路 分 析 中 
都 可 看 到 . 
例 11.1 飞行 器 的 仿真 / 
近代 的 飞行 器 是 一 个 复杂 的 自动 控制 系统 。 它 由 许多 不 同 的 
变化 速率 的 子 系统 组 成 。 一 般 ， 可 以 分 为 控制 和 受 控 对 象 两 个 子 
系统 来 考虑 ,如 图 11.1 所 示 。 控制 子 系统 ,如 飞行 稳定 性 控制 ， 飞 
行 轨道 控制 等 一 般 是 电子 元 件 组 成 的 ， 用 电信 号 控制 受 控 部 件 的 
运动 ， 反 应 快 ， 变 化 非常 迅速 . 描述 这 些 状态 变化 的 方程 属于 
(11.2), 是 刚性 的 。 受 控 部 件 是 飞行 器 本 身 ， 它 的 运动 惯性 较 大 ， 
有 反应 慢 ， 变 化 比 电信 号 慢 得 多 。 描述 这 种 状态 变化 的 方程 属于 


Bill.) “TSH RAAAT TAA 
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(11.3), 是 普通 的 微分 方程 组 ,不 是 刚性 的 ， 

有 些 情形 ， 也 可 以 把 系统 分 成 更 多 个 子 系 统 来 考虑 。 例 如 下 
面 的 例 11.2 就 可 以 分 成 三 个 子 系统 来 秀 虑 。 

例 11.2 设 有 一 个 六 维系 统 a 

y = A(y— 60)) + OG), y(0) = P0), (11.4) 

其 中 4 为 6X6 阶 常数 矩阵 ,其 特征 值 的 实 部 为 非 正 的 ,该 系统 的 
RE PG) 为 

P(t) = [e cos 52, e750? cin 52, ei’ cos 22, e~" sin 23, 

e —Q.05z ， —0. 0L Fi. 

解 Oc) 的 分 量 中 ， 前 两 个 衰减 得 很 快 ， 中 间 两 个 以 中 等 速度 误 
减 ,而 后 两 个 衰减 得 很 慢 。 这 样 的 系统 ,有 人 也 称 它 为 多 种 变化 速 

由 于 上 述 子 系统 (11.2) 是 刚性 的 ,因而 整个 系统 (11.1) 也 是 
刚性 的 。 所 以 需要 采用 适合 于 求解 刚性 方程 的 方法 来 求解 。 但 是 
在 很 多 系统 中 ,刚性 方程 组 (11.2) 仅 占 整个 方程 组 (11.1) 的 很 小 
一 部 分 ， 而 且 右 函数 相当 简单 ， 因 而 整个 右 函 数 的 计算 量 主 要 集 
中 在 非 则 性 方程 组 (11.3) 上 . 另 一 方面 , (11.2) AMM Jacobi 定 
阵 特 征 值 的 绝对 值 要 比 (11.3) 的 大 得 多 。 整个 方程 组 (11.1) 的 
积分 步 长 的 上 界 又 要 由 (11.2) 决定 , 需要 取 很 小 的 步 长 4”， 因 
而 需要 很 大 的 计算 量 。 所 以 对 整个 方程 组 采用 同一 个 数值 积分 方 
法 来 处 理 是 不 合理 的 .。 1963 年 在 [18] 中 曾 将 (11.1) 分 解 成 子 
系统 (11.2) 和 (11.3), 并 且 分 别 对 它们 采用 不 同 的 数值 方法 来 处 
Æ, BX (11.2) 采用 小 步 长 的 Runge-Kutta FRR, fw 
(11.3) 采用 大 步 长 的 Adams 方法 积分 ,其 中 右 通 数 计算 中 用 到 的 
另外 一 个 子 系统 的 值 通 过 插值 得 到 。[9] 中 把 这 种 对 于 不 同 的 于 
系统 采用 不 同 的 数值 积分 公式 的 方法 , 称 为 组 合 方法 。 Gear2 ”对 
具有 不 同 变 化 速率 的 分 量 的 系统 也 采用 这 种 组 合 方 落 积 分 . - 

虽然 且 前 已 经 有 了 许多 适合 于 求解 刚性 方程 的 数值 方法 . 但 
是 ,上 述 将 方程 分 类 , 按 不 同 的 方法 处 理 的 思想 对 于 相当 多 的 问题 
是 适宜 的 。 理 由 是 目前 已 有 的 刚性 方程 的 求解 方 革 ， 比 起 传统 的 
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解 非 刚性 方程 的 方法 仍然 要 增加 很 多 处 理 和 计算 量 ， 特 别 是 适合 
于 求解 刚性 方程 的 方 靶 一 般 都 是 隐 式 的 ,需要 求解 非 线 性 方程 组 。 
由 于 迭代 收敛 性 的 要 求 ， 一 般 也 不 能 使 用 简单 迭代 法 ， 而 要 
用 Newton-Raphson 方法 ,这 就 要 求 计算 方程 组 (11.8) 的 右 阔 数 的 
Jacobi 矩阵 及 相应 的 逆 矩 阵 ， 其 计算 量 是 按 方程 组 的 维 数 的 平方 
增加 的 。 因 此 缩小 刚性 方程 组 的 维 数 对 于 节省 计算 时 间 仍然 有 阴 
显 的 实际 的 意义 。 本 章 主要 讨论 这 方面 的 一 些 处 理 方 巷 . 


$2 ”基本 算法 公开 


下 面 我 们 首先 来 描述 用 两 个 不 同 的 数值 方法 分 别 积分 子 系统 
(11.2) 和 (11.3) 的 计算 过 程 ， 即 用 刚性 方法 积分 快 变 子 系统 
(11.2), 用 非 刚性 方法 积分 慢 变 子 系统 《11.3) 的 计算 过 程 。 假设 
我 们 选取 数值 解 子 系统 《11.2) 的 刚性 方法 为 F, 数值 解 子 系统 
(11.3) 的 非 刚性 方法 为 SCF, S 分 别 取 Fast 和 Slow 的 字 头 ， 
为 快 变 . 慢 变 之 意 ). 它 们 用 的 积分 步 长 分 别 取 为 AM H, H=rh, 
r 为 取 定 的 整数 。 假定 ter ÆI FAIT tn, 是 方法 5 的 
TAR W) tes BEDR FATTA, Eun, 和 如， 之 间 有 方法 
FF 的 ?一 个 节操 , 设 已 用 方法 F 和 5 分 别 积分 子 系统 (11.2) 和 
(11.3), 得 到 数值 解 

上 FA fi,F = ty sr, Zh Fs thr) k= O,l,---,t,1 = rf, 
this Shss Eks = FE Vaurs Zeus His)s R= 0, 1,00 7， 
其 中 量 Yks» Zk, F 按 下 面 的 叙述 确定 ， 

ATE tr = tus 假设 用 方法 下 以 步 长 4 向 前 积分 (1L 2) 一 - 
步 , 即 先 积分 快 变 分 量 -- 步 。 为 此 ,(11.2) 中 x 由 4, 及 其 剖面 的 
若干 个 tee 上 的 已 算出 的 Zes 和 eae = See (RK = 151 —1,°°*) 
PREKE. 于 是 得 到 

fiL F’ Yita Fs fies, r = f(yir,r, 2(firur), fr) 
如 此 积分 > 步 到 te. 然后 ， 用 方法 5 向 前 积分 于 系统 (11.3) 
一 个 步 长 H. IN, TR tees R=I 1, 1 1 一 1 上 
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y 的 值 已 经 算出 ， 可 以 使 用 .用 另外 的 点 上 的 值 时 ， 可 用 播 值 求 
得 ， 

下 面 的 算法 是 计算 一 个 大 步 长 五 的 完整 的 循环 . 设 已 分 别 用 
方法 F 和 5, 步 长 4 和 H, H 一 +h， 积 分 于 系统 (11.2)、(11.3) 到 
Wika tir, tires ri tie = tins. 

算法 I 

41, m= 1, 

步 2 由 Cans zk Seeds R= 1,1 l,e, 构造 z 的 插值 
多 项 式 Ze) 〈 例 如 采用 Nordsieck 的 插值 表示 式 )， 以 z Ae 
代替 z 计算 函数 1(y, 2,0 所 需要 的 值 . 

步 3 了 以 步 长 4&， 用 方法 已 对 子 系统 (11.2) 积分 一 步 ， 

步 4 m=m+tl E m<r, BH2,8 m>1, WAYS, 

75 由 Car, Vers ler), 8 一 1 十 1 十 7 一 1 
构造 y 的 插值 多 项 式 JO, Uy Ky 计算 所 需要 的 函数 O, zx， 
!) 的 值 . : 

步 E 以 步 长 日 , 用 方法 8 对 子 系统 (11.3) 积分 一 步 . 

此 时 已 得 到 narr = tin 时 刻 的 数值 解 ， 即 对 整个 方程 
(11.1) 积分 一 个 大 步 长 H. BEY 1 至 步 6 可 继续 积分 。 

在 Gear 的 程序 包 [20] 中 提供 了 两 类 解 常 微分 方程 组 的 算 
法 .一 类 是 应 用 向 后 微分 公式 及 拟 Newton 迭代 方法 的 算法 . € 
适合 于 解 刚 性 常 微分 方程 组 . 另 一 类 是 应 用 通常 的 Adams-Moulton 
校正 公式 及 简单 迭代 的 算法 。 它 适合 于 解 非 刚性 方程 组 。 在 这 
个 程序 包 中 ， 两 类 算法 是 分 别 使 用 的 。 如 果 我 们 把 前 者 看 成 方法 
F ,而 把 后 者 看 成 方法 S， 并 把 它们 分 别 应 用 于 子 系统 (11.2) 和 
(11.3) 就 可 得 到 算法 工 类 型 的 组 合 方法 .这 个 程序 包 中 贮存 每 一 
个 节 氮 上 的 信息 的 形式 为 


A F h? PF h* l 
Yi,F = Mn Fs 1) PF? 9) PDT p |， 
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其 中 & 为 所 用 公式 的 阶 数 ,插值 多 项 式 3(z) 和 2G) 可 取 为 Tay- 
lor 展 式 的 形式 


k t—?; P h? l 
He) = Dy (tee) E y (11.5) 
p=0 h P| _ 
> t— t H? 
z) = (=Y 2), (11.6) 
p=0 H p! 


YH= 4 时 ,下 阶 积分 公式 写成 求解 非 线性 联 立 方程 组 的 形式 为 


k 
Yau = >, (cr Yni + BF Yn it ) 十 


i=] 


h8r ICY niis 必用 二 1 3 tai), (11.7) 
R 
Bnp 一 > (As Zrii + AB. n—is1) 十 
f=}! 
ABs 8 Yntis Zntis fnst)s (11.8) 


其 中 OF,, OF ÊF, 为 同 司 微分 公式 的 系数 ， Osis 8;,5 Bs 为 Ada- 
ms 公式 的 系数 ，; 一 1,---,k. HERA (11.7) 采用 拟 Newton 
迭代 《对 变量 y)， 人 向 对 子 系统 (1.8) 采用 简单 迭代 (对 变量 >). 
我 们 得 到 下 面 的 格式 
k 
yeti = Yin + J p (ar; Yni + Abe Y nit) 


f=} 


+ ppr {vias Beats than) 一 Vous | (11.9) 


zii = > (a, -2n—j41 + hB,;%n—i+1) 
+ AB, 8O itis Zaris tear) s 
其 中 /是 矩阵 (1 一 ape, OF) Yee es) 的 近似 ， 它 在 积分 
a TA LARA SE. KR LD 的 收敛 条 件 为 矩阵 


1+ J (ape, 7 cE 一 上 apa Sh | 


{1.10 
> Mi (11.10) 
hB,, oy AB, Oz (teat, yp 1 Ti+ 
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B/N 1. BARE J RE, (11.10) 的 起 阵 近 似 为 
0 Abr J- 


g Og 
A dy "Ph Oz 


为 通 节 非 刚 性 方程 的 量 级 ， 而 et Al > 


因此 ， 若 | 5 | ， 


全 H 时 ， 4 不 需要 很 小 ,就 可 以 保证 矩阵 (11.10) 的 模 小 于 工 。 


从 而 保证 近代 (11.9) 的 收敛 性 ， 

根据 上 面 类 似 的 分 析 ， 若 将 向 后 微分 公式 同时 应 用 到 方程 组 
(11.2) #0 (11.3), 而 在 迭代 求解 非 线 性 联 立 方程 组 时 将 它们 再 分 
开 , 对 应 于 (11.2) 的 方程 用 拟 Newton 算法 , 对 应 于 (11.3) 的 方 
程 用 简单 迷 代 法 ,也 可 收 到 相当 的 效果 ， 


由 于 SO 的 维 数 一 般 比 起 S 的 维 数 要 小 得 多 ,因而 用 上 述 


的 处 理 可 以 节省 大 量 的 计算 量 . 
右 方 程 组 (11.2)、(11.3) 能 写成 如 下 形式 
y= Ay 二 f(z,1), y0) = v, (11.11) 


ze =e(y,z,¢), 2(0)=2%, zE€[0, 2%], (11.12) 
RIAA m xX m 阶 常 数 或 分 段 常数 兴隆 ，y ER”, z€ R”, BIER 
变 子 系统 可 用 线性 常 系数 人 微分 方程 组 来 描述 . 在 控制 系统 的 设计 
中 常常 可 以 磁 到 这 种 情形 , [9] 给 出 了 这 种 情形 的 一 个 组 合算 法 ， 
对 于 快 变 子 系统 (11-11), RR AJ ta 到 tas AA Runge- 
Kutta 方法 积分 ,例如 用 二 级 四 阶 隐 式 Runge-Kutta 公式 


(3 一 MY 3)/6 | 1/4 (3 一 2V 3)/12 
1/2 1/2 
(11.13) 


MAF (1.11), 有 


Ky = hA E +t (L-¥ 3) x, + Af, 
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paly + (14 M3)k + 
K, ha [y + (2 + ) K + al 十 at, 
这 里 考虑 到 (11.12) HBRFRA, HHT REMARK, 假定 
了 | 
f(z(1, + A3 — N 3 )/6), te + A(3 —V 3)/6) 
~ fie, + A3 + W 3 )16)， 


tp HRG +7 3)/6) ~ f(z, +h), ta th) ~f, 
解 出 Ki, K 


keji" i 4 HANT fra (1 — e) 


. ate yr]. 


6 
K, = -+ a4 BAT 区 (1 p BA 3 5) 
Va + h (7 + 24 V 3) 


因此 ， 21—1 
. f(r + 44 : + GAY y, + af | (11.14) 


如 此 积分 7 个 h 步 , 即 一 个 步 长 日 、 然 后 ,用 显 式 Runge-Kutta 方 
法 积分 子 系统 (11.12) 一 个 大 步 长 了 ,各自 所 需要 的 另 一 个 方程 
组 的 解 分 量 的 值 可 通过 插值 得 到 。 假定 H =rh, H= LIN. 于 
是 ;上述 的 方法 可 写成 如 下 算法 : 


算法 II 
步 1 n=l; 
步 2 m=1; 


步 3 FRA Cass Verse Fas) kR=n,n—1,n—-2,°-" 
构造 Nordsieck 插值 表示 式 , 计 算 
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Zam = 2a + Amn +e 十 Anz ful, 
其 中 An == lasm tas Inim ~ ln -+ mh; 


l 27-1 
步 4 Yasm+1 = 一 | 一 人 十 Bar 


2 
. [(1+ 44 + AA) ynm 
2 12 
+ Gn, ms tnm) |; 


步 5 
w 6 } 


步 6 ”由 数值 解 Un, Fs Yan, Py Zanr) 和 Yopi F 构造 插值 多 
MA y@), 计算 Ki, Ki, Ks, Ky. 
其 中 


m=m+1, Emr, 则 转 步 3 a m>r, WF 


K, = EPP ons te) 
Ka = e(a( t+ 4H), a, + = Ki, 
2 2 
+4), 
2 
K,—g(7 (n +48), z+ EK, 
2 2 
ta + 二 H), 
| 2 


K, = g(y(is + H}, 2, + HK;, t, + H); 
步 7 用 步 长 H, HEA Runge-Kutta 公式 


Zaa = z, H A (K, + 2K, + 2K, + K,) (11.15) 
积分 一 步 ; 
步 8 n=n+1, E aN, WHee2, Æ n>N, Wit 
Bee ik, 
下 面 我 们 介绍 Wells) 对 于 系统 
y = f(y, z), y(0) =, (11.164) 
z= g(y, z), 2(0) = zo, 1 € 10, te] (11.164) 
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的 组 合算 法 ,其 中 ye Ri ，z € R, REEERE I 是 快 变 系 
统 ，z 是 慢 变 系统 。 APSRARRORED ER, APRARRD 
慢 变 分 量 , H=rh, H—2./N, 我 们 分 别 列 出 两 个 算法 : 用 线 
性 多 步 方 法 先 积分 快 变 分 量 的 算法 HI 和 先 积 分 慢 变 分 量 的 算法 


IV.: 
算法 II 先 积 分 快 变 分 量 的 算法 
wl m=; 
步 2 k=l; 


步 3 Mt n=(m—1)r +k 计算 


p | 
n= >) (Gs, jrom-iy + Hs, jzim-iy], 
j=l 


p 
Ya = >, lar; Yni + hpr Yni] + hpe fy,, Zs), 


Yn = (Yn, Zn); 
步 5 k=k+1, Ë k<r, WRJ 3, Æ k>r, WH 


4 
步 0 omy = >> [Gs ;30 -i 十 HB, zm-iy ] 十 H8, 8 
j=l | 


e Vrs Zmr)s 
gmr = ECY mrs Zmr)3 

步 7 m=m+1, È mN, WHt2,G m>N, W 
转 步 8 ; | 

步 8 结束. 

+ EH ar Arps pr * Pr, 

or gs Beas” sp, 
是 线性 多 步 方 法 的 系数 。 G2; 和 Bix,; 是 由 慢 变 分 量 的 预 估 多 
项 式 来 确定 的 。 如 果 使 用 Nordsieck 表示 式 ，2 由 
Zn 一 Em 十 PaZ mae + 十 ps 人 yf/ pe! 

得 到 ,其 中 pr = tp — tim-swv， 上 是 慢 变 分 量 预 估 公 式 的 阶 . 

类 似 地 利用 对 快 变 分 量 进行 外 插 ， 先 对 慢 变 分 量 积 分 一 个 大 
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步 长 旦 ， 然 后 利用 对 慢 变 分 量 内 插 来 完成 对 快 变 分 量 积 分 > 步 ， 
此 时 有 如 下 算法 : 

Bi IV。 先 积分 慢 变 分 量 的 算 讼 

步 1 m= 1; 


p—1 


步 2 Y me = >> [ar Ym -Dr 一 十 ABrVim—1-i}y 
7 二 0 


p 
Ems 一 ` L Os 20m i) 十 HB. 2 (mire | 
joi 


十 HB, EF mrs gor) ， 
Z mr = LF mrs Zmr)3 
步 3 k=l; 
步 4 Wa=(m—1)r+ek, iB 
pPp-1 
an 一 >> [ as, jCm—i)r 十 HB,,, ;2(m_Pr]。 
,zp 


7 


iia. 


p 
Y n ~ [Gr Yn; 十 hBr Vani] + hbr tOn, Za), 
) =1 


Ya = f(s, Za); 
步 5 k=k+1, Bhar, WHA, Æ R> r 则 转 步 6; 
步 6 m=m+l, É mn, WRF 2, Æ m>N, M 
， 转 步 7， 7 
步 7 结束. 
这 里 的 ar, 和 Be, 是 由 快 变 系统 预 估 多 项 式 确 定 的 ,cy 和 Beet 
是 由 慢 变 系统 校正 多 项 式 确 定 的 ， | 
WIR FA Nordsieck 表示 式 , 快 变 分 量 和 的 外 插 公 式 为 
Ymr 一 Yomiy + AV nary, oe + H”Y t/t s 
慢 变 分 量 的 内 插 公 式 为 
Ba Zm E Palm 十 十 phia, 
pn = tn — imr. 
FE II 和 IV 中 的 隐 式 方程 ,如 果子 系统 是 非 刚 性 方程 组 ， 
司 以 用 昼 圣 达 代 法 求解 ,如 有 果子 系统 是 刚性 方程 组 ,可 以 用 拟 Ne- 
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wton 迭代 法 求解 。 按 Gear 的 想法 ; 不 同 变化 速率 系统 最 好 按 解 
分 量变 化 的 快慢 分 成 多 个 组 ,用 不 同 的 方法 处 理 。 他 认为 ,最 终 应 
当 按 解 的 变化 自动 地 分 组 ,不 要 人 去 干预 。 但 是 ,这 样 花 费 在 分 组 
处 理 上 的 计算 太 大 , 尚 难得 到 好 用 的 方法 . 

由 于 在 快 变 和 慢 变 子 系统 中 ， 可 以 使 用 不 同 的 数值 方法 ， 如 果 
两 个 子 系统 之 间 耦 合 比较 小 ,使 用 组 合算 法 计算 量 可 以 减少 很 多 . 
一 般 Newton 迭代 每 一 步 需 要 求解 线性 代数 方程 组 wx =b. 用 
LU 分 解 求解 这 个 方程 组 , 需要 k. (dim(x)》 个 运算 ,其 中 dim 
(x) 是 xz 的 维 数 ， 有 是 比例 常数 . 若 快 变 子 系统 和 慢 变 子 系统 的 
维 数 分 别 为 dr 和 d,。 使 用 组 合算 法 , 用 N= rh 积分 一 步 只 需 
要 有 (rd? +a) 个 运算 .整个 系统 (11.1) 用 刚性 方法 的 算法 , 用 
步 长 积分 7 步 则 需要 kr(ds +d) MER. 因此, 组 合算 法 节 
省 《[(r 一 1)2: 十 2rdrdr] PBR. d, 越 大 节省 越 多 ， 即 使 r= 
2, 节省 的 计算 量 也 是 相当 可 观 的 . 


$3 方法 的 收敛 性 和 误差 阶 


Gear”) 和 Wells!) 讨论 了 用 线性 多 步 方法 构造 的 组 合 方法 
的 收敛 性 和 误差 阶 . 这 里 我 们 摘录 [3] 中 讨论 的 用 单 步 法 构造 的 
AS TUCO ARAM. TRA (11.2) 和 (11.3) 可 以 写 为 


oe = f(y), zC), 2), yo) = yo, (11.17) 
fe) = g( y(t), z(t), 74), z(t) = Zos (11.18) 


Xf (11.17), Q 1.18) 作 下 面 的 假定 : 
假定 11.1 RR f,g Œ lro, TILER BR MY A 满足 
Lipschitz 条 件 , 即 存在 正常 数 La, La, La, Las 对 任意 的 yr 
y e E Aq gD. 2 € E, A 
FOP, 2, D — FO, 2, DIS Lally? — yO], 
HOY, zP t) Ln HOY, 2g?) t) < Lahe” — 2H 
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一 | — yl, 
JGP, a, 2) — 2, 2%, S Lal — 2 Ff. 
在 这 个 假定 下 ，(11.17)、(11.18) 在 [4, T] LAR NE 
#5 A] SOE CRRA yG), 2G). 

”为 了 讨论 方便 ， 这 里 我 们 还 需要 描述 用 一般 的 单 步 方法 数值 
求解 (11.17)、(11.18) 所 构造 的 组 合算 法 的 模型 。 用 点 = tot 
thy, 1= 0, 1,2, N 将 [了 7 了] BR. HA tä = tia t fh: 
1 =0, 1, ，M 将 区 间 [ti 离散 人 化， 各 = tias tim = ti. 
mit 和 后 BERBAT A., Ahs ADR. AR MBH, RR 
EFR. 设 已 得 到 序列 Yks dYks k=0, l, ---,3 Al zy, QZ, 
P=1,---,3,7=0,1,°°°,M, 并 记 z= zm, 其 中 Yi, dY 
yA ¥G,),9C,) DUE, zi, dzy 分 别 是 了 好 )， 直 好) 
的 近似 值 . 这 里 我 们 取 dy, 一 (ys, bs tr), dzi = g(y:(ti), Ziji» 
Hi), 其 中 y@) APHEX. 
ic : 

Ty; = (to, fitte > ti)", Tx; = (tios fiat? ， tim)? . 
Yi = (Yo, YI, Vid, DY; = (dyo, dy1,***, dyi), 
Zi = (zh, eho, Zm), DZi = (dsb, dzi, `>, dain), 
并 记 它 们 所 属 的 癌 量 空间 为 ET, ETa By, Er WA Ty; € EY,， 
Ta; € ETa, Y;, DY;€ Ey, Z;, DZ;€ Ez. 构造 分 别 由 CY, 
DY;, Ty;) ® (Z: DZT.) GER TERR CY; DY;, Ty) 
Ce) 和 Lal Zis DZ,,7,)@), 它们 分 别 为 由 [4, Tj 到 En 和 Es 
中 的 函数 。 令 
vite) = Ty (Yi, DY;, Ty) @), (11.19) 
z(t) = 1,,(2;, DZ;, T). (11.20) 
假定 在 构造 G) WN, EARR 1,07), DY;, T,)@) RA ay, 
并 且 对 于 I St RH P) =y, Zy) = zj。 将 (11.20) RA 
(11.17) 中 的 z(t?)， 得 到 初 值 内 题 


D 一 IOG), ROF t), y(r) = Yis (11.21) 
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用 单 步 公式 以 步 长 i 数值 积分 一 步 , 得 

Yiri = Y; + hypi Yis Zis tis Ay), (11.22) 
Phe ee dh 是 由 所 用 的 单 步 公式 和 了 确定 的 ， 仅 是 Y, 
g(t), ti, Ay RR. E Yis DYins Typ 按 (11.19) 式 构造 
viet) = Ty, Vier, DY Ty), FRA 1.18) RAIG), 
得 到 初 值 问题 


d ~ 
Pa = ghir), 2), 4), z(tir10) = Zim = zi. (141.23) 


用 单 步 公式 以 步 长 A 数值 积分 ,得 到 递 扒 公 云 
Ziti 一 Bitlsi T hPl Zisis Viets fj+197, he), 

1 = 0, l,e, M — 1, Zipo = ZiM» (11.23,) 
ERRERA $4。 是 由 所 用 的 单 步 公式 和 & 确定 的 ， 仅 是 Zia 
Jit), litlsj, h, WAR. 

这 样 ,我 们 描述 了 一 个 从 六 推进 到 un 的 完整 过 程 。 Bak 
(11.22) 和 (11.23) 中 的 :用 ;十 1 代替 ,不 断 重 复 这 个 过 程 , 百 到 
=T Aik. 

为 了 证 明 算 法 的 收敛 性 ,还 需要 一 些 假定 和 处 理 , 设 量 e W 
EA 

llesaill < (1 + AL )ile,|| + D, i= 0,1,---, (11.24) 
X (20) 给 出 下 面 的 引 理 . 
引 理 .1 如 果 lel WE (11.24), 并 且 Oi <d, Mi 


| < ebb — ł Lè 
ES D 十 etiel. (11.25) 


Xf (11.17), (11.18) 的 解 yG), 3G) 令 
Y; = Olay, yaY, ny yay) DY? = COIF 


PAD a HG), 
ZT = (2Cty)?, (tn), ta z(t;u)"), D2} = (Slo s 
Zla) steta EUY). (11.26) 


fior Z max( max l iyc) ~~ 1y,(Y,, DY;, Ty), (11.27) 


tome t Qi; 
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finz 一 max(max IEO — 1,,(Z;, DZ;, Ta) WO). 


fom i Shit hy 


(11.28) 
假定 11.2 (11.19), (11.20) BRR LG, +, IG 和 
E sto) 满足 下 面 的 条 件 : - 


(i) lim Cinty 一 0 ， lim cintz 王 0; 
4 yo hy 
Ay ->0 


Gi) 存在 正常 数 Ly, Ln 和 La, La, EHER OOP, 
DY) € Ey, X Ey,, (Y®, DYP) € Ey, X Ey, 和 (ZP, DZ) 
E€ Ex, X Ez, (2%, DZ®) E€ E; X Ez, 成 立 估计 式 

iy (YP, DYP, TA — YP, DYP, Ty) 

< Lamax lly? — yP + Lmax |Idyf? — dyl, 


z€ a,l, 
MCZ, DZP, TDA) 7 (ZP, DZP, T) Cal 


< Lamas lal? — zi l| + Lamax  |jdzp — dzi lls 
1 i 75M l&i, (QM 


tE [witit hyl. 

GD @ Y;a, DY;a 分 别 是 由 Y 和 DY; RH y 和 dy; 
得 到 的 何 量 , 则 当 24.4, A | 

ly (¥3, DY;, Ty)G@) = ly, (Vin, DYia, Ty, )@. 

由 这 个 假定 的 (省) 可 以 看 出 , 分 别 将 7a) 一 ly CY, 
DY ii, Ty )(@) 和 AO, = 1,(Y,, DY,, Ty,)(z) 代入 (11.18)， 
得 到 的 两 个 微分 方程 组 的 初 值 问题 的 解 当 «<4. 是 重合 的 , 对 
常 微分 方程 初 值 问题 


BU ein), zG), 4), z(t) = 20. (11.29) 


用 步 长 ke 的 递 推 公式 
Zli 一 Zi t heh (21, Vitis flis hs), Bin ™ os 
i410 — ZIM (11.30) 
数值 积分 得 到 的 24, /<itl, 1 一 0,1.……，M， 将 与 前 面 所 
述 的 算法 得 到 的 Ey 是 重合 的 . 
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id AFG), 5。 ip) 是 (11.17) 的 精确 增 量 函数 , 即 有 
y(t + h) = 7E) + RALE, z, 1, k), 
其 中 ye) 和 z= z(z) Æ 1.17), (11.18) 的 精确 解 . 记 
eyl, h) 一 AGG, 2, #, 4) 一 HOGG), 2, 2, 4), 
Ey(h) = max ， leash). 


Ky TS A f(y, Zit, h), E THEBE. 
假定 11.3 增 量 函数 oy, 2,1, h) 满足 下 面 的 条 件 : 
(i) ERAS BIRR, bY, z, A) 对 于 th 连续 ， 对 
Y, 2 满足 Lipschitz RIF, BEIER BK Lins Lop 和 hy. 使 
对 任意 的 9%, yO MERR OU), P), H hh, K, 
成 立 
eC, 2, toh) hy, 2, t, AS Lolly — yl, 
ley, 2), ty h) HOP, 2”, fy h)! < 
Lon max etC) — zll 
(ii) lim Zvi(h) = 0, 
类 似 地 ,对 隙 数 FC), FO) MARR Plz, I, 1,4) 定义 
Allt), Ya t, h) 和 cag, 4)，zug(p)， 并 作 妇 下 假定 : 
假定 11.4 增 量 函 数 如 (zs、》, 上 , A) 满足 下 面 的 条 件 : 
O EMA BOR, Pe, Y, 1, h) Ht, h 连续 ,对 ez, 
y 满足 Lipschitz 条 件 ， 即 存在 正常 数 Lon, Lig 和 he 使 对 
任意 的 2, 2? 和 连续 水 数 ys), VPG), MASA, 时 ,成 
zy | 
jw (2, y t, h) — bz, yL, t, NS Laal — 2], 
lo (2, yP, t, A) pele, Mt, AILS 
Log max MG) — ysl. 
(ii) lim Euglh) = 0. 
PF TBS TS xe FE 40 BA HH BE OE A OR 
定理 11.1 RE 11.1, 11.2, 11.3, 11.4 RY, WS 和 ,一 0 
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时 ,由 组 合算 法 构造 的 序列 yet, {zi} REC RB (11.17) (11.18) 
两 方程 组 的 解 YG), 2G), RH 太一 0 时 , 行 有 一世 则 六 一 
y(t), z; 一 > zę). 
证 明 记 oo 一 天 站 — Yi, ta 3C) — zi, t= El) — 
z. Œ zi(s) 的 定义 (11.20) 和 假定 11.2, 有 
lz(s) — EGS Mal) — 1,,(2Z;, DZ;, Ta) 
+ aCi, DZ;, TaD) — 1al Zi DZ, TeC 


< Cints 十 L zmax la 223) — zui 
165 j <M 
+ Lamax  |]2(t1) — dzill. (11.31) 
DT SM 


同样 ,对 Js) 有 
ORAA) < |jy(s) Ty. (Yin, DY'in, Ty,,, Gs) ff 
十 | (Yeas DY jai, Ty Ms)—-1,,,, (Via, DY jas, Ty,,, CS) 
S iny 十 Lymax iiy) — yill + Lyamax $C) — dysl. 
(11.32) 
根据 前 面 对 dy; 的 取 法 ， 


laca) — dyill = HOC), eC), 4) — fy;, zli), zl 


< Laly) — ail] + Lalal) — zil. (11.33) 
将 其 代入 《11.32), 得 
IYE — Fl Ol S ein + CLy + LyiLn)max ， IEZA) 
+ LyLpmax|jus; f. (11.34) 
由 于 当 <i 时 | 


lèl) — dzji = sO C), zlta), ti) 一 Gli), zii) zy) i 
S LallyCui) — Fa! + Lalzlty) — zall, (11.35) 
将 (11.34) 中 的 i 十 1 改 成 i, 并 代 信 上 式 , 当 1 SiS 
lži) 一 dzwll < Laeiny + La(lL,y + LyaLn )max ity; | 
+ LalbyLpmax Jusl + Lalli. (11.36) 
将 (11.36) 代 人 (11.31), 得 
la(s) — 2;(s)] S Cim: + Lnmax ， ltaj | 十 Lal ntin 
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thabaChnt Lylan )maxljuy |+ LaL aLaaa ， [lee | 
+ Ligh gs max ICAI < Cints 十 L aL peinty 
ISi, IEM 
+ Lisl (Ly; 十 LyaLn)maxlluy;l + (La + Lal g 
了 mf 

+h al alyLa) max [asl}. (11.37) 

ii, JM : 
由 假定 11.2 后 的 说 明 , 当 1 所 i +t, ey 满足 递 推 公式 


Zihi = Zi t RENT Vi+rs iis hs), Zig = Zi-s,My f <1 
+1,7<M—1, 
于 是 
Me) ja. 一 gC t, ja) 一 21, jai 
= z(t) + BAEC ti), Y, liis he) — 2i 
一 hapal ztia -Yiri, tiis ha) 
= Ua HhlAG C), Yy tiis ha) pli), Y, tis Ae) ] 
十 helpel), Ya tiis he) 一 Pelz1;, Fa tiis ha)) 
+ Alb (zi, Ya tiis As) 一 Plz, Viery tiis A:)]. 


(11.38) 
由 定理 的 假定 ,得 到 估计 式 
la p < esl + haoaC hs) 十 和 Eee 
十 en |y(s) asf， (11.39) 


将 (11.34) FRA, 43 
lua ;,, | S (1 + AsLyg)|l42,;l] H hase ha) + hou gaeiny 
十 he Lagal Ly, + LyLy )max luy, | 
j<i+t 
+ heLoeL yl pmax lla; |. | (11.40) 


4 l 一 ;十 l, 对 1 一 0， l,e, M, 由 引 理 11.1， 我 们 得 到 


etveisy — 1 


lu ;| = [Epel hr) + Liegeinty 十 LogalLy 


Lygi 

十 LyLn max ley; | + LyeLyL pmax ||u, ;\l) 
fert+l Pat 

+ e ber'y {ley l| 
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clugiey -一 1 

| ge 
| pe 

egsity — | 


Lon 


LigkyLpmax||a, ||| + efter (lu, | 
16 


Loal Ly 十 Lyn )miax a lluy; | 


ent | AC ) + Lenei]. | (11.41) 
KR 4 j 一 M 时 ,此 式 也 成 立 , 得 
ja < PE LonLaL mxlusl + eMedia 
ont, — | 


L pgi 


CI ju -Í 


也 pe 人世 人 十 LyLp)max _ ly 


[zsr(A， ) + Lysin]. (11.42) 
L ges 


HT 
by 4. 一 Pti) 一 Vins 
= y thy ACG ly), 25 ti, Ay) Yi hy hy Zis tis Ay) 
= uy, + byl Als), 25 tis by) — HOU), Z, ti, hy)] 
十 hyld), Zy try Ay) — byes Z, tis hy)] 
十 byl dy Vis 25 tis hy) — Bs, Zis tis Ay) I), 


| (11.43) 
应 用 定理 的 假定 ,得 
Hey gill S uy A hyuy) + hy Lap lley, |] 
十 hyLonmax zs) — 2(s)]. (11.44) 
$ (11.37) 代入 ,得 


ley: | < (1 + hy Lan) illu,,l + hyEvi( hy ) 十 hy opeints 
thy Loph alerciny thy Lopl abel Lyt Lyly )maxlley; l 


+h 区 os 十 Lele + Label yaly,)max Utta; | 
一 (1 十 hy Lop) uy WA hy Lap zaLe(Lyit LaLa meses 


+ } y Lon(Lst 十 LaLeg2 十 Lalalylp)max DA | 
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十 hy lEn Chy) 十 L gpeines 十 Legal 2b ere iniy l. (Lido) 

& wys Ws, 满足 递 推 去 
Wy, Anwy, t Anwe, + Bi, wy = 0, | 
0, (11.45) 


Waja, T Aawy; + Anws, + Bi, ws, 
其 中 
Ay = 1+ Ayl Lup + Lyplbabe (Ly: + Lyla), 
Ay = hyLon(La + Leale + LabeLbyiLly), 
Ay = ény Lyga Lys + Eyl Aus 
3 Lys 
eCvslsy — 1 
L pes 
十 LyLn) An], 
B, = 六 [Et 十 L pat ints 十 Lopbealneinyl, 
eh pgi’y — | 


B, = — [eue(h,) + Lge iny 十 Loum (Ly 
Lua 


+ LyLn)B]. (011.47) 
由 《11.42)、(11.45), 并 将 (11.45) 代入 (11.42) 的 中 fle, A 
异 看 出 有 
lull < wy, 
lee, S w i= 0, l, »N,7=O0,1,°°+, M, 
HH Au, An, An, An SRT ae 们 可 表示 成 
Ay = 1+ Ayan 
Ai = hya 
An = hyay 
An = 1+ Ayan 
其 中 Quy auas Quy an DE hy WERA. 当 h, — 0 BY, BY 
正 数 为 极限 。 可 找到 正 数 Ay 和 正常 数 Gus au, any an, HEB 
Ay Shy WE ay Sau, an San, an Kay, 4n Sin. HE 
wi AXE eB TER 


Ay = ebugity 十 (Low abn 十 Lully 


(11.48) 


win = (1+ ha)wtB, w= 0 (11.49) 
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其 中 a= max{ 4 + ün, ax + ay) 
B = rnax{ B,, B3} | 
则 易 证 有 max{wy;，ws} Sw. MASE 11.1, w; 有 估计 式 


ale.—t,) — 
eri "一 工 B (11.50) 
a hy 


由 B, B 的 表示 式 及 定理 的 假定 易 知 当 1,20 时 ， = B>. 


Wi Sa 


由 (11.50) 知 当 4, 小 于 某 个 有 限 数 7 时 ,一 致 地 有 yeyi 
0, zG) 一 二 一 0。 TE, AA 和 一 0 M471, AT 
YG 一 yll S IO 一 兴 二 下 十 G — vl m yG 的 连续 
性 ,将 有 IYE — ll 2-0, BUA yi; 一 y(tz)。 同 理 可 证 zzl). 
定理 证 毕 。 
定理 11.1 给 出 了 组 合算 法 的 收 剑 条件. 在 对 zeof(phy ) ,ze(px)， 
einw，。 finz 的 更 精细 的 假定 下 ,下 面 的 定理 给 出 了 当 hy 一 0 时 ， 
¥i—> y(t)，zi 2G) 的 收 统 速度 ( 收 统 阶 ). : 
定理 11.2 WEM 11.1 的 条 件 成 立 , 并 且 存 在 如 和 正常 数 
Ay, As, Any An 使 得 当 hy Sho, he Sh WRA 
Eys(hy) S Arhi, ciny S Ayh 
Goshs) SAH, cins S Anh? 
其 中 py, Ps, qy, 92 是 自然 数 ， 则 存在 正常 数 4 和 如， 使 得 当 
hy < 如 时 ,有 估计 式 
人 — yil < AAs, 
Hala) — zil S Ad, 
其 中 p= min{py, Pas gy, qz}. 
证 明 ”由 估计 式 (11.50) 和 B 的 定义 ,将 (11.51) 代 人 ， 即 得 
所 有 的 结果 . 


(11.51) 


(11.52) 


§4 稳定 性 分 析 


本 节 着 重 分 析 由 梯形 公式 构成 的 组 合 方法 的 稳定 性 ， 其 他 的 
378， 


线性 方法 构成 的 组 合 方法 可 以 类 似 地 进行 分 析 ， 
考虑 线性 常 系数 系统 
o X = Sr, x(0) = x0. 
假设 按 慢 变 和 快 变 分 量 分 开 , 则 可 以 写成 形式 为 
y = Ay + Bz, y(0) =, (11.53) 
z’ = Cy + Dz, 2(0) = z), (11.54) 
其 中 A B 为 M 阶 和 矩阵，C、D ANY HS, A 


(op) lG) GY 
我 们 用 步 长 H 一 rh， 使 用 梯形 公式 先 积 分 慢 变 子 系统 


(11.53) 一 步 ; 再 用 步 长 ARIE ARR D RETA 统 (11. 54) 
r. Xf (11.53) 有 


Vine = Yem-iyr 十 2 Hy, 十 Yem-ur) 


H 
= Yom.» 十 2 CAI ms + B2 my + dy -ly 十 Baim—e) 


(11.55) 
这 里 ,对 zw 量 采 用 插值 公式 
Bing = Ziem- 十 AZ may 
= Zimi H ACV ye + HD imor (11.56) 
来 计算 .将 其 代入 (11. 55) 并 整理 得 到 


ne = {EB ay” i+ 2a + HBC | Yim- 


+ [ 一 sa| G + TPP enor 
令 

a, 一 fe — Bal 1 + A+ HBC | 

B, 一 | — fal [HB + |: (11.56’) 
则 上 式 为 
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Ý mr = Yem- 十 DZ em~ i)e (11.57) 
对 (11.54) takama 步 时 ,有 


att == Cp 十 A (Cy, + Dz, + C7y il + Dzat)» 


整理 得 到 

+ 
[Pe ED) eet [I FD] F one 

对 youn 量 采 用 插值 公式 

| Yapi = Ya + AY, = Vat h(Ay, + Bza) 

计算 ,并 令 


一 ! 
D| 4C 
2 


oN 


C 


h 
2 
一 ! 
B= [ - Ż D] E + “Dj, 
to) 2C (11.57’) 


则 上 式 变 为 
Sat 一 AY n + BaZa 十 YÒ 2 十 hAY, + hBz,) 


= (0, +7 + rhA)ys + (Ba + rhB)zs, (11.58) 
对 (11.54) 用 步 长 积分 二 步 了 时 ,有 


Zay = AY nit 十 pa2zo+1 十 7 Ynt+2s 


并 采用 揪 值 公式 
yat2 = 一 ys 十 28(47y + Bza) 


计算 Ya 的 信 , 则 有 
Eny = (> By “oo 十 > (Bia, )RAA 
k= 1 k=) 


2 2 
ot >) ptr + D>) Ctr )kad E 
k=1 k=l 
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+ (8 十 5 (B37 *ag) RAB 
A=] 


+- 5 (Bt )RAB ) Zae (11.59) 
对 (11.54) 用 步 长 二 积分 三 步 时 ,有 


Zai: == O nya 十 Baz nt 十 VV nas 


并 采用 Yas 一 Ya H 3ACAYn + Ban) 来 计算 Yans 的 值 , 则 有 
Zar 一 (2 Bi Ko 十 之 | (87ta )khA 


+> (BY) 十 > (arty RA )y» 


十 ( 63 + > (A7 No )KAB 


3 


+ SUPA DRAB) za; (1460) 


k= 1 


对 (11.54) 用 步兵 4 积分 > 步 时 ,有 
Snir — Cyrr-i 十 P22n+r—i + YYn+re 


同样 ,采用 Yate 一 Ya t rhC Ay, + Bz,) 来 计算 Vater 的 值 , 则 有 
zy 一 (> Bey 十 Dy (Gr ten kh A 


os eo 4 ie 
， . Te Y. 


Hirra 


十 > By r + > (pty kha ) 


k=] k= 1 


十 o> 十 > (By '*a, RAB 
k=] 


+ > (By $Y )AAB ) zn. g (11.61) 
k=1 | 


t= (Sata t Sua ten )RhA 


k=1 
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+S arty D rirka ), 
ket k= 
p? 一 (8; + Serta RAB | (11.61’) 


+ er kB ), 
R= 
Wl (15.61) 变 成 为 
Zair = on + Sz, (11.62) 
EQ n= (m 一 1)r、 且 把 (11.57) 5 (11.62) 两 式 结合 起 来 , M 
可 写成 矩阵 形式 


) = ( ) ( vo) (11.63) 


& mr Som 1 


定义 11.1 如 果 将 上 式 梯 形 公 式 梅 成 的 组 合 方法 应 用 于 方程 
组 (11.53] 和 (11.54) 得 公式 (11.63), 4 m—> œ Rf, Ymr 一 0， 
Sar ~>0， 则 称 该 方法 为 绝对 稳定 的 。 
显然 有 如 下 的 定理 成 辽 : 
定理 11.3 上 述 梯 形 公式 构成 的 组 合 方法 的 绝对 稳定 的 充 要 
Se A Te Fa | ) 
(nie) 
. ay BF 
的 特征 值 的 模 小 于 1， 
这 个 定理 应 用 起 来 需要 许多 计算 ,下 面 讨 论 更 加 简单 的 铺 形 ， 
对 (11.53) 用 步 长 五 积分 时 ， 如 果 不 考 虑 对 所 需要 的 男 一 个 
子 系统 的 解 分 量 进行 插值 , 且 假 定 zw 一 zmar, W (11.55) 为 


H ,1-! H | 
nes 1 一 二 4 |r + 2 4| m-f 
y | 2 z |r 
十 |z — n af HBzim-ty. 
(11.56) 式 中 的 a, 和 PB BH 
一 1 一 全 4 |i 十 Ħal, 
2 2 | 
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一 1 
& 一 | 一旦 4 HB, 


所 以 有 | 
Ymr 一 ay ay F Bimore (11.64) 

ATRAS RE RBA A 
GDC) as 


Mt (11.54) 从 taln = (m 一 1) ) 积分 一 个 步 长 4 时 ,同样 如 果 不 
考虑 对 所 需要 的 另 一 个 分 量 的 值 进行 插值 , 且 假 定 Y ms = ¥im-Dy 
则 有 o E 
| ahn o O h Jf a k . 
Zt I 3 D hCym + |I D| |1 + 2 D| n» 
(11.66) 


RH Sny = 2) mr 十 Bre, 
这 里 的 Olz y 8, 分 别 为 


Ue ee ee ed 
O RR BPS ROINE A ER 
mr 7 0 mr o 
Ga D e 
定义 11.2 车 有 
(Sh a a) 
ik R= 0'P 为 压缩 起 阵 . 
定理 11.4 上 述 梯形 公式 构成 的 组 全 方法 (不 考 沪 对 所 需要 
的 另 一 个 子 系统 的 解 分 量 进行 插值 的 情形 ) 的 绝对 稳定 的 充 去 条 


件 是 压缩 矩阵 怀 的 特征 值 的 模 小 于 1. 
证 明 由 对 :(11.53) 用 步 长 及 积分 一 步 , 有 


( Ymr )=( Cy pi ) ( 
ZKm -tr 0 I Zem- 7 


FH XY (11.54) 用 步 长 4 积分 一 步 ,有 


令 4 一 (mm 一 Dr， 则 得 


(™)-=( I 0 ) e | mo) Com) 
Rims (2 Ba 0 I Sm—i)r 


由 定义 11.2, 我 们 有 
| Y mr r Ysm lyr Yim yr | 
( Emr ) e P( Zem- ) 7# ( a) | 
即 得 出 该 方法 绝对 稳定 的 充 要 条 件 为 R 一 OP ARTE © 
于 1 。 定 理 证 毕 . 
电 上 述 定 理 ， 我 们 还 可 得 到 该 方法 绝对 稳定 的 男 一 种 充分 条 
iF, RE: 
定理 11.5 阁 (Pi<t 和 |981l| 过 1， 则 该 方法 是 绝对 稳定 
的 . 
由 PLO 的 定义 ， 我 们 知道 这 个 条 件 与 给 定 的 系统 有 大 ， 可 
以 直接 进行 验算 . | 
定义 11.3 着 (11.53) 式 中 的 矩阵 B 一 0, 或 (11.54) 式 中 的 
Fae C= 0, PRS 为 块 三 角形 矩阵 , 则 称 该 系统 为 弱 影 啊 系 
开 环 控制 系统 ， 一 般 都 可 用 弱 影 响 系统 的 形式 来 表示 .例如 
以 下 开 环 系统 | | 
+ 3840) 


wR | 一 一 一 一 一 一 一 
EA eaa 一 > 执行 部 伯 


输出 


控制 系统 的 变量 用 z 表示 ,执行 部 件 的 变量 用 y 表示 。 控 制 系 绕 
的 运动 不 受 执行 部 件 的 运动 状态 的 影响 ,但 是 控制 系统 的 运动 状 
态 则 影响 执行 部 件 的 运动 .在 这 种 情形 下 有 如 下 定理 : 

定理 11.6 如果 5 是 块 三 角形 矩阵 (B 一 0 或 C 一 0)， 即 
系统 为 弱 影 响 系统 ， 那 么 由 上 述 梯形 公式 构成 的 组 合 方法 的 绝对 
稳定 的 充 要 条 件 是 4 和 DD 的 特征 值 的 实 部 小 于 零 . 

证 明 如 果 B= 0。 先 讨论 本 节 开 始 研究 的 带 播 值 的 梯形 
公式 构成 的 组 合 方法 的 稳定 性 .由 (11.56') 式 知 道 
H 


a = [ -24| [ + al, 8, = 0, 
H (11.61) AAS 
p* = p, = 7-D| r+ 4 |. 


这 样 , (11.63) 就 成 为 ， 


rg GL) 


Smr 


我 们 知道 块 三 角形 是 阵 


(So) 
aX e 


poep a 
0 -Žo F + | 
的 特征 值 就 是 块 对 角 和 矩阵 的 特征 值 。 其 特征 值 的 模 小 于 1 ， 当 且 
仅 当 4 和 DD 的 特征 值 的 实 部 小 于 零 . 


对 于 不 带 插 值 的 梯形 公式 构成 的 组 合 方法 ， 即 简单 情形 的 上 
述 组 合 方法 ,由 定义 11.2, 有 
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PrE, | 
Row) 
7 0 
-et 
| (Hod faa | 
0 I 
p-ga] pry o 
j plia] +34] | 一 p) i+ Eo) 


r 3 g 一 1 
p= Dji- o| [r+ 2d] ac, 
j=] 2 : 2 


AS, ERS ROHERARERM A ERER SEE. AES 
征 值 的 模 小 于 1 , 当 且 仅 当 4 和 DD 的 特征 值 的 实 部 小 于 零 . 
若 C 一 0 时 ,类 同上 面 的 证 明 ,可 得 到 同样 的 结果 . 
这 个 定理 说 明 ， ARE AK RAO A MT MA 
绕 ,仍然 保持 其 4 稳定 性 的 性 质 ， 
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其 中 


定理 11.7 如 人 巢 5 是 一 个 块 三 角形 矩阵 CGE B=0), MF 
统 是 弱 影 响 系统 ， 算 法 I 构成 的 组 合 方法 绝对 稳定 的 充 要 条 件 
是 4 的 特征 值 位 于 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 绝对 稳定 区 域内 ，D 
的 特征 值 位 于 显 式 Runge-Kutta 方法 的 绝对 稳定 区 域内 
证 明 ”将 算法 芽 应 用 于 方程 组 
z = Az, (11.68) 
y = Cz + Dy, => (11.69) 


A 0 
a | s=( C D 让 
对 (11.69) 式 , 用 步 长 妃 使 用 显 式 Runge-Kutta 方法 积分 一 步 ,有 
©(m—1)1 
Cn) 


I 0 


这 里 


o |1 + aD + È (Hoy + LaDy + + capy) 
| ! 
p: ( 
“(mea\)r 


Q= 3 1 z 
Q [7/6 + — (HD) + — CHD) 


其 中 


1 3 
+ | (HD}| (HC), 


对 《11.68) 式 ,用 步 长 4%， 使 用 隐 式 Runge-Kutta 方法 积分 步 ， 
有 


12 12 


(b-ga eT peate] 
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于 是 ,得 到 
Cn) 
[eT eet 
° i 


l 0 
(of + HD + = = (HDY + 5 DY 十 一 1 uoy) 
Ce : 
_ 44 十 aL L Lh way 
( 2 12 2 


Q 
0 


| + HD + 5, (HDY + 37 (DY + 7 soy) 


同上 ,RR solic tt tank ae 二 用 的 特征 人 因此 ,其 特征 值 的 
模 小 于 1 ， 当 且 仅 当 4 的 特征 值 在 隐 式 Runge-Kutta 方法 的 绝对 
稳定 区 域内 ，D 的 特征 值 在 显 式 Runge-Kutta 方法 的 绝对 稳定 区 
域 之 内 。 所 以 ,定理 得 证 . 

这 样 详细 地 写 出 定理 的 证 明 ， 目 的 是 使 读者 进一步 熟悉 组 合 
方法 及 其 稳定 性 分 析 的 基本 思想 .其 实 对 弱 影响 系统 而 言 ， 组 合 
方法 的 数值 稳定 性 结论 是 十 分 显然 的 。 例 如 有 能 影响 系统 

| x A 0 x 
("Jal C ry) 
先 求解 方程 组 x’ = 4x， 数 值 方法 的 稳定 性 依赖 于 矩阵 4 的 特征 
值 是 否 位 于 方法 的 绝对 稳定 区 域内 .然后 求解 yY = Cx 十 Dy, 这 
时 对 * 进行 插值 ,方法 的 稳定 性 由 和 矩阵 D 的 特征 信和 来 决定 ,看 其 是 
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省 位 于 方法 的 绝对 稳定 的 区 域内 。 因 此 ,在 这 种 情形 下 ,组 合 方法 
的 数值 稳定 性 条 件 与 原来 的 未 组 合 的 数值 积分 方法 的 稳定 性 条 件 
相同 . 

TE S 是 块 三 角 和 矩阵 的 情形 , 即 系统 为 弱 影响 系统 ,系数 矩阵 的 
特征 值 可 以 用 来 描述 组 合 方法 的 绝对 稳定 性 。 但 是 ， 对 于 一 般 的 
系统 而 言 , S 的 特征 值 却 不 能 确定 的 特征 值 。 例 如 ,我 们 取 


一 3 4 一 1 一 2 \ * 
C1) sC) 
一 2 2 1 0 


这 里 S 和 $。 是 相似 矩阵 ,它们 都 有 特征 值 =Lav Ti 我 们 


=- 
— 
— 


HFR H=-A—1, KAWA Eue 方法 构成 组 合 方法 ,求解 


Gda} 
HFR 一 9P 一 (， (5 \- 


t sava, 其 中 有 一 个 特征 值 的 模 大 于 1 。 因 此 , 在 某 个 时 刻 


» BARE 
1 


woj m > je 


开始 解 是 发 获 的 . 
涯 用 问 祥 的 方法 求解 相似 系统 


(82) 
则 有 
一 工 


a 
| 
> 
“YH 
| 
~、 
+ 
-一 一 
to | 一 
| 
~ 
| 
| 一 N | 


0 


TARIE Lav 7i , 其 模 均 小 于 1 ,那么 解 总 是 趋 于 零 的 .所 
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以 相似 变换 不 能 保持 绝对 稳定 性 ， 


x 章 附注 
”本 章 和 下 一 章 的 主要 内 容 是 作者 自己 在 有 关 方 面 的 经 验 总 结 。 它 是 根 
混 作 者 在 实际 研究 工作 中 的 部 分 论文 报告 和 -一 些 具体 的 处 理 思想 写成 的 。 
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第 十 二 章 “自动 控制 系统 微分。 
“方程 组 的 数值 解法 


H 动 控制 系统 的 运动 一 般 用 党 微分 方程 组 的 初 i È a 来 Hi 
写 , E RRP ARH MBS, ARREARS 
HARER, 


§ 1 问题 的 提出 


自动 控制 系统 运动 过 程 ， _ 般 用 常 微 分 方程 (或 方程 组 ) 的 初 
值 问题 来 描写 .自动 控制 系统 设计 有 很 多 方法 .对 于 复杂 的 ， 特 
别 是 非 线性 系统 的 设计 ， 利 用 数值 积分 , 求 出 系统 的 数值 解 ,由 此 
选择 系统 方案 和 参数 ,也 是 一 个 重要 手段 。 对 已 设计 好 的 系统 ,也 
可 以 用 数值 解 检 验 系统 的 品质 。 因 此 ， 常 微分 方程 初 值 问 题 的 数 
值 解法 在 控制 系统 的 设计 中 起 着 重要 的 作用 . os 
GEER RRE AR RHEE, BOARD BA 
慢 变 分 量 , 如 控制 部 件 主要 由 电子 线路 实现 ,是 快 变 的 , .而 执行 部 
件 和 控制 对 象 由 机 械 实 现 ， 是 慢 变 的 ， 所 以 是 典型 的 刚性 初 值 问 
题 . 快 变 分 量 一 般 是 指数 衰减 或 指数 振荡 衰减 ， 在 很 短 的 时 间 内 
完成 ,这 个 过 程 叫 暂 态 过程 或 过 渡 过 程 , 

从 数学 观点 看 ,微分 方程 组 有 一 个 稳 态 解 , 稳 态 解 与 微分 方程 
组 的 初 值 无 关 。 初 值 所 决定 的 微分 方程 组 的 解 会 很 快 地 趋 于 稳 态 
解 , 亦 即 两 个 解 的 差别 很 快 地 趋 于 零 , 这 就 是 暂 态 过 程 。 另 一 种 情 
形 是 微分 方程 组 的 右 端 项 有 变化 ,或 间断 性 的 变化 ,这 时 微分 方程 
组 有 了 新 的 稳 态 解 ， 这 时 方程 组 的 解 由 原来 的 函数 很 快 地 变 到 新 
的 稳 态 解 ,也 是 暂 态 过 程 。 
”多 数 的 计算 问题 是 暂 态 过 程 只 出 现 一 次 ， 考 察 控制 系统 品质 
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的 问题 就 是 这 样 。 在 实际 问题 中 一 般 是 暂 杰 过 程 多 次 出 现 ， 其 至 
一 个 暂 态 过 程 没 有 结束 另 一 个 暂 态 过 程 又 出 现 。 例如 有 人 干预 的 
过 程 暂 态 过 程 就 会 多 次 出 现 

自动 控制 系统 贬 用 的 描述 方法 是 用 每 个 环节 的 方程 的 Lapla- 
ce AER , A vm MAZE BAY fe A , DEP A SE BY Ser, 算 子 叫做 传递 
Pp A 12.1 的 形式 表示 。 例 如 方程 

ay A by’ +y = ex tr, os 

在 这 个 方程 中 x(z) BKC AAR, yo) 是 方程 的 解 . 在 自动 控 
制 系统 的 表示 法 是 


FG) = WOX, WO) = a 


MEHRERE, TEER RAP y0) = 9(0) = 0, x(0) = 0 
的 形式 (下 辣 )， 但 在 计算 时 初 值 并 不 一 定 是 零 ， 需要 另外 给 出 来 ， 


| XCS) Yo) | 
W <s) oo 


网 12.1 自动 控制 系统 的 环节 
将 输出 和 输入 联接 起 来 ,就 得 到 了 描写 整个 系统 的 方 框图 ,如 
图 12.2 中 XCO) 是 输入 , YO) 是 输出 , Z(s), VG) 是 中 间 函 数 ， 
V(s) 是 反馈 信号 ，W(s) 框 的 输入 是 X(s) 一 V(s). 


A- VES) 7 (5) © Ys) 


A iS) 


图 142,2 自动 控制 系统 的 方 框图 
控制 部 件 中 很 多 环节 是 由 电阻 电容 和 电感 做 成 的 ,描述 这 样 
的 环 市 的 方程 是 线性 常 系数 的 方程 。 经 过 Laplace 变换 ， 只 要 初 
秆 是 零 ,不 过 是 把 小 写字 和 母 表示 的 水 数 符号 改 成 大 写 , 把 自 变量 换 
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成 5 把 对 * 的 微分 符号 -全 换 成 ;， 就 得 到 了 变换 后 的 方程 . 


例如 图 12.3 所 示 的 环节 ， 设 xl) 和 ve) 分 别 是 输入 和 输 
出 电压 , 则 其 方程 是 : 
LCY” + RCV + y= x (12.1) 
经 过 Laplace 变换 后 的 方程 是 
| (LCS + RCs+1)¥Y =X, 


可 写成 
TCRCTIX 2) 
| 
图 12.3 电阻 电感 电容 组 成 的 环节 图 12.4 环节 (12.1) 的 方 框图 
其 方 框图 的 形式 是 图 12.4, 


今后 我 们 不 再 区 分 (12.1) 和 (12.2), BOAR IX 3 A rG) 
和 其 Laplace 变换 X(*)， 只 是 把 * 做 为 算 子 符号 -生来 理解 所 


要 注意 的 是 把 图 12.5 所 示 的 时 延 环 市 理解 为 
yQ) = xt — T) 


— A M 
图 12.5 时 延 环节 


对 于 非 线 狂 环 刷 ， 一 般 是 在 方 框 中 直接 指出 其 函数 关系 。 如 
12.6 表示 开关 电路 ,其 级 数 关 系 是 
y= l 1 x20, 
| —l r< 0. 
又 如 图 12.7 表示 限 幅 器 电路 ,其 函数 关系 是 


。 $93.° 


图 12.6 ”开关 电路 O BRI BERLE 


y= | x leI SL, 
Lsignx |x| >L, 
在 图 12.6 和 图 12.7 中 r0 BRA, ve) 是 输出 . 

从 自动 控制 系统 的 方 框图 很 容易 写 出 它 的 常 微分 方程 组 的 形 
式 。 这 种 方程 组 的 刚性 性 质 表 现在 ， 若 用 有 限 的 稳定 区 域 的 数值 
方法 积分 时 , 快 变 分 量 决定 着 要 用 很 小 的 步 长 ,这 在 暂 态 过 程 是 必 
要 的 ,但 是 在 暂 态 过 程 结 束 以 后 , 快 变 分 量 已 经 小 得 可 以 忽略 ， 本 
来 从 慢 变 分 量 的 角度 看 ,可 以 用 较 大 的 步 长 积分 ,但 是 理论 和 实践 
都 说 明 , 步 长 仍 要 由 快 变 分 量 决定 , 即 步 长 不 能 增 大 ， 和 否则 误差 会 
指数 增长 , 即 计算 不 稳定 . 

我 们 举例 说 明 这 个 问题 5)。 例如 对 一 阶 放大 器 环节 ， 如 图 


12.8 Fras. 
LEP 
Ts+ 1 
.图 12.8 放大 器 环节 
其 方程 为 o 
ty + y= Kx, (12.3) 
设 方程 是 孤立 的 ，xG 是 阶 跃 函数 | 
OE 041< 0, | 
ew Lae, 


y(0) 二 0, REM: = 0 做 数值 积分 ， 首先 做 变换 
u(t) 一 天 一 )(Cz) 
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WE 120, JEER 
ru +u=0, u(0)=K, | (12.4) 
这 个 方程 的 解 是 ua) = Ke" R yE) = KU ec"), T 
是 很 小 的 正 数 ，w(?) 一 0，yG) 一 天 的 速度 很 快 。 | 
若 用 Euler 公式 解 后 一 问题 , 则 得 
us = K(1 — ht), oo 
这 里 4 是 积分 步 长， a EBM, t= nh, us 是 ule) 的 近似 
值 。 由 此 可 见 ， 当 n— 十 co 时 
(1) #A<2r, Wu, 0; 
(2) 若 A> 2r, HW [us| > 十 oo; 
G) Æ h=, Mj u = (一 1)?K. 
图 12.9 给 出 了 真 解 MASK 4 AOR. . 
因为 微分 方程 和 数值 方法 都 是 线性 的 ， 所 以 初 值 的 误差 仍 汪 


u os : 1 


vee -tft 
l 
X ghar 
| RR À | | 
0 WK — 
| 
= | h=2t | i 


A=2.51 


| h=31 -3,375 
612.9 Bee fa, 的 图 形 
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是 同一 个 方程 和 数值 积分 公式 。 Amik x(0) SRA Aw, M 
微分 方程 解 和 数值 解 的 误差 分 别 是 
Au = Auge", Atta = Nua l — hr Y. 
由 计算 稳定 性 的 定义 可 知 A <2r 时 Euer HE, ADS 27 时 
不 稳定 。 由 于 r 很 小 ,所 以 要 取 很 小 的 步 长 。 我 们 注意 ,假如 这 个 
方程 是 方程 组 中 的 一 个 方程 , 当 us 小 到 可 以 忽略 时 , 步 长 4 也 不 
能 放大 ,因为 若 要 h >> 2r, 这 个 方程 的 误差 ,就 象 初 值 Am 引起 
的 误差 那样 ,很 快 地 增长 到 不 可 思议 的 程度 ， 
现在 我 们 分 析 最 简单 的 复 特征 根 的 情形 。 设 方程 和 初 值 分 别 
| z = àz, z(0) 一 1 (12.5) 
这 里 1 一 ac 十 让，u < 0， 方程 的 解 是 
| z(t) = e” ( cosp: + isin fr), 
令 xz 一 * 十 纱 ， 分 离 实 部 虚 部 ,得 方程 组 
x = ax — By, x(0) = 1, 
y= Bx tay, y(0) 一 0， 
HE y, & 
x — Jax’ + (a? + er = 0, x(0) = 1, O) =a, 
y 满足 同一 个 微分 方程 ,但 初 值 是 ， 
y(0) = 0, y(0) = 8, 
用 Euler 法 解 (12.5) 时 , 当 11 十 hi 一 1 时 2,70, RX 
误差 Az 引起 的 误差 Az. -> 0、 这 个 条 件 等 价 于 
h < 2(—a)/(a’ + p). 
Hy (12.5) 的 解 可 知 ，|c| 越 大 , 解 衰 减 越 快 ;8 越 大 , IRAR 
k. BAFA: 
(1) 若 一 a 和 8 成 比例 地 增 大 , 4 要 减 小 , 即 解 的 衰减 和 振荡 
都 加 快 , 步 长 要 减 小 . 
(2) 若 8 不 变 , 而 一 a 增 大 ， 当 一 w <p 时 , 4 可 以 增 大 , 当 
—a > ph, ABW). 也 就 是 说 振荡 频率 不 变 而 衰减 加 快 时 ， 
在 衰减 较 小 时 (振荡 起 主要 作用 时 ) 步 长 可 以 增加 ， 但 在 陪 减 较 大 
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时 (衰减 起 主要 作用 时 ), 步 苹 归 缩小 . 

(3) 者 一 a 不 变 , 而 8 增 大 时 ，% 要 缩小 ， MERKE, 振荡 
频率 增 大 时 , 步 长 要 缩小 . 

和 上 边 的 讨论 一 样 。 者 方程 (12.5) 是 方程 组 的 一 个 方程 ， 不 
管 它 的 解 多 么 小 ,数值 积分 步 长 都 要 RIT BE RTD 限制 


$2 计算 稳定 狂 


上 池 我 们 讨论 了 用 Euler 法 解 方程 (12 4), (12. 5) 时 的 稳定 
问题 。 研 究 如 此 简单 的 微分 方程 数值 解 的 计算 稳定 问题 ， 原 因 在 
T: | Oo 

(1) 这 种 方程 有 很 广泛 的 代表 性 ， 线 性 常 系数 常 微 分 方程 组 
通过 线性 变换 可 变 到 这 种 情形 ,或 类 似 的 情形 ， 所 以 我 们 把 微分 广 
FE y = 4y(ReX < 0) 叫做 试验 方程 ; 

(2) 线性 非 刘 次 微分 方程 组 数值 解 的 计算 稳定 性 和 齐 次 方 和 
组 是 一 样 的 ,所 以 只 研究 齐 次 方程 组 的 计算 稳定 性 就 够 了 ; 

(3) 变 系数 的 常 微分 方程 组 ， 在 工程 上 常常 将 系数 固态 化 后 
研究 某 个 时 刻 邻 域 的 性 质 ,这 化 成 了 研究 常 系数 的 微分 方程 组 ,我 
们 知道 固态 化 后 的 问题 与 原来 变 系数 的 问题 并 不 完全 等 价 ， 但 在 
很 多 情况 下 是 可 用 的 . 

(4) 非 线性 的 常 微分 方程 组 ,在 研究 某 个 解 邻 域 的 误差 时 ,可 
以 经 过 线性 化 ， 得 到 误差 所 满足 的 线性 方程 组 ， 对 数值 解 也 有 同样 
的 情形 . 

现在 我 们 讨论 试验 方程 的 代表 性 的 问题 。 对 于 线性 常 系数 齐 
次 常 微分 方程 组 

y = AY, | (12.6) 
这 里 ye R”, Amp ER. 

若 4 的 Jordan 标准 形 的 Jordag- 块 都 是 一 维 的 , 即 存在 非 奇 

FEM Ss, tE 
SAS = D = diag( 2i, by **, Aa) 
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令 z 一 Sy, 则 《12. 6) 化 为 


z = Dz, 
BD (12. 6) 名 过 线性 变换， 变 成 了 "个 也 不 相交 的 方程 
zi = hej, t = l, 2,--+, m, 


生 个 方 程 都 是 试验 方程 的 形式 ,这 时 讨论 试验 方程 的 计算 稳定 性 
就 代表 了 讨论 方程 组 的 计算 稳定 性 ， 

A ARS Jordan 标准 形 中 的 Jordan 块 有 大 于 一 维 的 , BWR 
性 变换 可 以 把 方程 组 (12.6) 化 成 一 些 互 不 相干 的 组 , 此 时 无 妨 设 
4 化 成 一 个 m 维 的 Jordan: 块 , 即 存 在 非 奇异 矩阵 5, 使” 


1 
s'as=]=| | È, 
o o 1 a 
这 时 相应 的 齐 次 方程 组 是 
21 m= "Az, 
= a, + ln, be _ m. (12.7) 


i Fil Buler BEDEA (12.7), 则 有 
i i O Zay = Bza, 
这 里 
B = (1 + hE + hE, 
E X miah BE, E, 是 主 对 角 下 为 1 其 余 元 为 零 的 m 阶 秆 阵 
我 们 知道 
E?=0, 当 nn 之 mm， 
B” 一 > CPL + Aa) hiE! 
ie | 
人 lit hlel, 
将 有 B” +> 0(n 一 ©), 
这 个 条 件 和 用 Euler 法 解 试验 方程 的 计算 稳定 条 件 是 一 样 的 ， 
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FAA ALR AND T fee (12, 7), 可 得 前 局 两 
步 的 如 下 关系 
You = [ECAD I PARTY,, | 
这 里 p, d 是 多 项 式 ， 因 为 J=1E +E, TUS 
pA) = O(AL)E + F 
PAJ) = P(AL)E + F 
IX ARN F REM ATC AN SH rh FEAE, MAX. gaJ) 
是 主 对 角 元 素 为 pa) OPE 
[p17)] = [p(Ad) JE +F, 
将 两 个 矩阵 相 乘 3 
n -1 _ (ha) 
B [p(AJ)] HAD) = Ch Gaye + Fe 
又 由 F" 一 0, Ž n>m, MA 


Bt = 5 c? pang = Pi, 


i 二 0 phd) 
Fi 与 ?无 关 ，C? ai, T | POD | 是 某 个 数值 的 
p(hi) 
UR Fe PTL G | 
(hi) | 
“(ha <l, (12.8) 


当 ?2 一 oo 时 ，5" 一 0. 

不 等 式 (12.8) 是 将 同一 个 数值 方法 用 于 试验 方程 的 计算 稳 
FER. 

从 以 上 事实 我 们 可 以 得 出 结论 : 

定理 121 设 一 阶 线性 常 系数 常 微分 方程 组 

y= AY + FO) | (12.9) 

系数 矩阵 4 的 特征 值 是 us 4,…, 4s， 对 于 步 长 4 > 0， 假 车 
一 个 单 步 数值 积分 法 用 于 试验 方程 y= 二 uyl =l, e,m) 计算 
稳定 ,那么 这 个 单 步 法 用 于 方程 组 (12.9) 时 也 是 计算 稳定 的 ， 

以 下 我 们 讨论 线性 多 步 法 的 情形 . + | 
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k O k o | | 
pls) = >) ays’, ols) = >) 35', Ey, = Yans 
1 一 0 i= 


考虑 线性 多 步 法 
p(E)y, = hao(F)y,, 
将 这 个 方法 用 于 齐 次 线性 党 系数 常 微分 方程 组 
y= Ay, 
我 们 有 
p(E)y, = hAo(E)y,, 
BY 2 | 


k 
> (ail m — hiA Yari = 0, 


Lep 


这 里 l m fe m Br Sel fir E BR 为 了 能 解 出 Yntks 应 当 假 设 Orl 一 

/pk4 WHE, SRL, A ox 六 0， 只 要 取得 AS 38, (a Æ A 
| k 

的 特征 值 ), 逆 和 矩 隆 就 存在 。 所 以 有 


太一 


York = —( a4] m — ABATY Carl m — ABIA Vast. 


i= 9 
将 它 化 为 两 层 的 迭代 形式 . 令 
y? = Varin 1 = 0, 1,.*……, 《 一 l, 


EXP S K 
这 里 atl = Bz, 
yO m O° 
a) 0 0 7 0 
名 并 一 yn 5 B = ES ` > 
yi 0 0 O-rel,, 


BRICK In Am BABE k Bree, SUB 为 m X RY, ze 
是 m Xk EHE, B 中 最 下 边 的 一 排 星 号 应 是 向 量 | 
(— (arl m — ABA) olm — hod) °° +s 
— (apl n — ABA) Cakal m — hBrdA )), 
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b 的 特征 值 满足 特征 方程 

|B — wl mg) = 0,5 » 
这 里 Im 是 m 阶 单位 矩阵 。 在 上 边 的 行列 式 中 ， 将 第 & 列 飞 
以 上 加 到 《一 1 列 上 ， 青 将 所 得 的 一 1 WR) MB Rk — 2 列 
上 ,…… ,最 后 将 所 得 的 第 二 列 乘 以 & MEISE, RAR 
了 主 对 和 角 元 上 边 的 《一 1 个 pl. 将 最 后 所 得 的 行列 式 展开 ,得 
Carl m — AbpA) >) (al — ABA)! — pl 

=o 


FAR larim — hB4A | 则 得 


k 
> (ail — ABIA ) pe 
存在 非 奇异 矩阵 S, EAX Jordan 标准 形 
STAS = J, 
JEM MITHE u, hyt, 2， 下 次 对 角 元 素 是 IRE, HA 
THESES, ,因此 以 |5-!| 和 181 分 别 左 乘 和 右 乘 上 行列 式 , 则 得 
> (al m 一 AB) pe 
PIA GE FH AM WER EEW AEC 


m k 
II > (a; 一 BN) | 


= H Lolu) — hhjolu)] = 0, 


LA mSAA MTSE 1, -ADE 
| pla) — hijo(n) = 0, pjr=l,2,-++,m, 

设 这 个 方程 的 根 是 m C= 1, 2,:--,4). ARAB mk 个 根 都 
满足 


= 0 。 


= (), 


= 0) 


| ee <i, 1 一 lete m, | 一 1,...,* 
则 此 线性 多 步 法 计算 稳定 . 
这 一 结果 和 将 一 线性 多 步 法 用 于 试验 方程 
y = hiy, pee l.m 
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定理 12.2 设 一 阶 线性 常 系数 常 做 分 方程 组 
y= Ay + F(t) (12.9) 
Fr A RRL EE As hag? **s Ams 对 于 步 长 h > 0, (GS 
一 个 线性 多 步 法 用 于 积分 试验 方程 9 = diy (7 = 二 1,…,m) 计 
算 稳定 ,那么 这 个 多 步 法 用 于 积分 上 述 方程 组 时 也 是 计算 稳定 的 . 
RINES, EM 12.1 和 定理 12.2 中 对 (12.9) 的 系数 矩阵 4 
没有 加 限制 ,而 一 般 的 讨论 是 限制 4 的 特征 值 都 是 单 根 , 邑 4 的 标 
准 形 中 没有 二 维 及 二 维 以 上 的 Jordan 块 。 这 说 明了 试验 方程 有 
很 好 的 代表 性 。 简 言 之 ， 即 是 一 个 数值 积分 方法 若 用 于 试验 方程 
数值 稳定 , 则 用 于 方程 组 (12.9) 也 数值 稳定 . 
在 应 用 数值 方法 对 常 微 分 方程 (组 ) 进 行 积分 时 ， 必 须 注意 计 
算 稳 定性 问题 ,因为 破坏 了 计算 稳定 的 条 件 ,误差 就 会 指数 式 的 增 
长 ,淹没 真 解 ,甚至 导致 溢出 . | 
有 意义 的 自动 控制 系统 ,在 线性 常 系数 的 情形 , 如 (12.9)，4 
的 特征 值 u 满足 Rel) <0, 7 一 1，2,. …， 7。 由 于 收敛 的 单 
步 法 用 于 试验 方程 y= +y、 其 特征 值 应 是 e 的 一 个 近似 式 ,所 
以 原点 邻 域 的 左 半 (以 虚 轴 为 界 ) 属 于 稳定 区 域 ， 而 右 半 不 属于 稳 
定 区 域 、 由 此 可 知 稳 定 区 域 在 原点 的 左边 ， 或 包括 原点 左边 的 一 
个 区 域 。 URW RES HES A thE (A Adams 类 型 
的 内 插 法 和 外 推 法 )， 因此 用 这 些 方法 去 积分 (12.9) 时 ， 若 发 现 
计算 不 稳定 ， 只 要 缩小 积分 步 长 ,使 hasj =l, e,m, RAE 
稳定 区 域 之 内 时 ， 数 值 积分 过 程 就 会 稳定 .通常 我 们 叫 这 个 做 法 
“缩小 步 长 的 原则 ”实践 说 明 ， 这 个 办 法 一 般 对 变 系数 或 非 线性 
的 控制 系统 问题 ， 也 是 适用 的 以 上 是 指 稳定 区 域 为 有 界 区 域 的 
情形 ,如 显 式 方法 就 是 这 样 。 在 使 用 4 稳定 的 方法 ,积分 步 长 不 再 
受 计算 稳定 性 的 限制 ,而 是 取决 于 数值 解 的 精度 ， 
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在 自动 控制 系统 的 框图 中 ， 经常 过 到 如 图 12.10 所 示 的 环 
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x PCS) ¥ | x | 1} H Y 
bs) Cs) CS) 


12.10 A MTOR 图 12.11 等 价 的 框图 


T. 输入 x 和 输出 > 之 间 的 关系 的 微分 方程 形式 是 
P(s)y = pls)x, (12.10) 


这 里 * 和 y 是 :的 函数 ,s 一 ,p(s) MOGs) 分 别 是 * 的 mm 和 
a 次 实 系数 多 项 式 
ps) = arp， Gs) = Dl br 


zi 二 0 i=0 


”在 这 一 节 里 ， 除 特别 指明 外 ， 都 假定 p(s) 和 ols) EHH 
F,r AA mp ERM. 方程 (12.9) 一 般 是 微分 方程 组 中 的 一 
THE, HA * ARCA, 1210) 对 于 7 是 =” 阶 微分 方 
fe, iE = 个 初 伍 

yP) = yt (k=0,1,.…,7—1). 

E m 之 0， 在 数值 积分 (12.10) 时 ， 需 要 计算 * HAS mh 
的 导数 ,用 数值 方法 求 导数 是 很 困难 的 ， 因 为 求 微 分 的 步 长 并 了 ， 
会 产生 较 大 的 截断 误差 ， 步 长 小 了 ,又 会 严重 损失 有 效 数 字 , 一 般 

一 次 数值 求 导 ,就 要 损失 近 一 半 的 有 效 数 字 。 更 严重 的 是 ,在 
ABH PAE RS AS SRR OW BA RE E 
计算 无 法 进行 ， 因 此 应 该 找到 一 种 算法 ,避免 求 x 的 导数 . 

看 来 这 也 是 可 能 的 。 概括 地 说 ,在 解 微 分 方程 (12.10) i, 先 
EA MD, 然后 又 要 积分 得 到 y， 能 否 将 这 两 种 相 逆 的 运算 “ 抵 
消 ye? A [15] 中 将 框图 12.10 改 成 等 价 的 框图 12.11, 引进 中 间 
变量 x， 相 应 的 方程 是 

b(s)u =x, (12.11) 
y = p(s )u, (12.12) 
fE man 时 ， 由 (12.10) IARE u, ZR u 的 过 程 中 就 算 贱 了 
wii 一 1,.…,n， 将 这 些 值 代 人 (12.11) 就 得 出 了 y 在 该 节点 
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Ave. | 

fe (12.10) 需要 u 的 初 值 x(0),…,w”*(0)， 可 以 如 下 求 
法 ， 对 方程 (12.10) AI kK, 《一 0, 1,-…, m1, 对 方程 
(12.11) 微分 Lm, 1 一 0, 1, nel, He 二 0 代入 各 式 , WS 
到 w(0),… ,uwt"(0) mt athe, 其 右 端 项 是 PO 
R=0,1,,m 一 1 了，y0(0), 7 一 0,1,..…,7n 一 ]、 者 是 已 知 
的 值 , 解 这 个 线性 代数 方程 组 就 可 以 得 到 wu(0),-…,w” "(0). 只 
要 p(s) 和 os) 没有 公 因 子 , 方 程 组 的 系数 行列 式 就 不 等 于 去， 
方程 组 有 唯一 解 ， 

Ai mon, WU pls) 除 ols) 

p(s) = O(s)b(s) + R(s), 
其 中 OCs) 的 次 数 是 m 一 n，R(:) 的 次 数 是 r, r&n- K 
BARA (12.12), 并 用 (12.11), 得 
y = O(s)x + R(s)a, (12.13) 
其 框图 如 图 12.12 所 示 . | 

计算 x 的 初 值 时 ,将 (12.11) RR, R= 0, 1 一 1， 
将 (12.12) 微分 1 次, 1 一 0,1,…,n 一 1, 将 1: = 二 0 代 人 名 方 
te, Wee 十 ?个 未 知 数 xu(0),…,w”" (0) Water BH 
程 ， 解 这 个 线性 代数 方程 组 得 x(0),:…,w” CO), 方程 组 中 用 
到 y(0), +e, YPO) 和 x(0), +, PCO), 

总 之 , 若 mon, BRS (12.10) 换 成 积分 (2.11), 并 计算 
(12.12)。 在 积分 过 程 中 可 以 完全 避免 导数 计算 , 但 在 求 HMA 
时 要 用 到 (0), e, r0), Æ m>n, HRR (12.10) AR 
积分 (12.11), 并 计算 (12.13), 这 时 要 用 到 (ez), +, eM), 
初 值 计算 中 要 用 到 (0), e, PO, r Sal, 


x si?+s+ l ¥ 
$2 


图 12.12 men SHES 图 12.13 一 个 带 有 微分 的 环节 
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应 当 指出 ， 自 动 控制 所 用 的 元 件 , 如 放大 器 ,传感器 ,阻尼 器 ， 
执行 部 件 等 ,多 数 是 一 阶 或 二 阶 的 , B22, HA SRE m< 
mn、 即 积分 过 程 和 w 的 初 值 计算 都 不 出 现 求 导 问 题 。 在 m= n 
2 的 情形 ,者 将 (12.10) 换 成 (12.11) 和 (12.13) ,这 时 Or) 是 一 
个 常数 ,计算 w 的 初 值 时 要 用 200). 

在 [15] 中 还 指出 ,变换 之 后 ,对 * 有 第 一 类 河 断 的 情形 ( 即 在 
间 电 点 左 导数 和 右 导 数 都 存在 ) 也 能 适用 . 例如 有 图 12.13 中 的 环 
TRE | 

0 4 <l, 
=| 


14 :之 1， 
Yo = yo = 0, 
其 方程 为 和 
y =x +x +r, 
方程 的 真 解 是 
04 rl, 
” | += DAZU i>], 


将 方程 变 为 (12.11), (12.13) 的 形式 ,其 框图 如 12.14 ra, 


u” =x, 


y =r tau +a, 


图 12.14 等 价 框图 
容易 算出 « 的 初 值 | 
u(0) = «'(0) = 0, 
用 数值 方法 积分 上 述 第 一 方程 时 ,得 到 如 下 的 # 的 一 个 近似 
| Wy 1 ， 
fi 


1 
5 -1y 41, 
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代入 第 二 个 方程 则 得 到 真 解 的 一 个 近似 . 
而 直接 解 原 来 的 方程 ,在 te = 1 时 x”, x’ 的 值 无 法 表 示 , A 
取 的 步 长 避 开 这 个 点 ， FAL TMS T x” Ri x’, 所 得 的 数 全 
解 是 如 下 的 函数 = 的 近似 
0 © Wel 
aC —1y 4% 1 => 1 


这 是 根本 性 的 错误 ALRT ER ROTA 的 是 揭示 问 
题 的 实质 . 
下 边 我 们 介绍 解决 这 个 问题 的 另 一 种 处 理 方 社 *。 以 二 阶 微 
分 方程 
y” -+ ay + ayy = bix” + br + bax + fe) (12.14) 
为 例 介 绍 其 处 理 的 思想 。 令 
u = y + ay — box’ — bx, (12.15) 
函数 u 中 的 各 项 ,是 (12.14) 中 可 以 积分 出 来 的 项 . 对 (12.15) 求 
BRA (12. 14), 得 . 
u = — ay + bax + O, (12.16) 


BS (12.15) 中 可 以 积分 出 来 项 为 v, B 
v = y — box, (12.17) 
将 其 求 导 , 代 人 (12.15), 得 | 
v =u—ay+t bx. (12.18) 


(12.16), (12.18) 就 是 我 们 要 求 的 微分 方程 组 ， 其 中 的 > 可 以 用 
(12.17) FHA. H u,v 之 后 ,可 通过 《12.17) 求 y. 
u,v 的 初 值 可 将 : = 0 代入 (12.15),(12.17) 得 到 
uo = Yy F qryo — box, — bixo, 


Va = Yo 一 boxo. | 


在 [8] 中 提出 了 第 三 种 处 理 方法 。 将 形状 为 《12.10) 的 方程 


表示 成 


* 这 个 方法 是 高 永春 1965 年 提出 的 ， 
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(Cap + ast e 十 Ans" +. ans" )¥ 
= (by + dys t -ee + bns”) (12.19) 
首先 考虑 m= 二 9 的 情形 . 将 (12.19) Bm 
sy — bax) + ~ (ani) — bnar) + eee 


| + slay — bix) + ay — bx = 0, 
令 | 


View = yy + Gai — baix, j= l,- n— 1, (12.21) 


原 方程 化 为 
ys F ay — box = 0, = (12.22) 


将 (12.21) 和 (12.22) 合 在 一 起 ,得 到 与 (12.19) 等 价 的 方程 组 
y; 一 — ani F Yin t (r-i — An-iDa)x, 


j= 1, n, (12.23) 
其 中 ysn = 0. H 02.20), 原 方程 (12.19) 的 解 为 
y 一 入 十 nx, 
方程 组 (12.23) 可 写成 起 阵 形式 
y —an-1 1 0 y, 
y2 一 Cr- 0 | Y: 
Yai — a, 1 Yni 
Ya l — ao 0 Ya 
Banai 一 Anin 
2 2 一 , 4 
+ x . ， 
bi — ab, 
by 一 abn 
其 初 值 为 
y.(0) I Yo 
y2(0) anil 0 Yo 
Y(0) | 一 | an ana | Yo 
Ya(0) a, + apin 1 yoo? 
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b, Xo 


Das Pn 7 Xo 
— | Š Pai Dn Xy (12.24) 


beee bna by be Xo 
yf m< 7 的 情形 ， 只 要 在 以 上 的 讨 沦 中 令 5 "> On = 
0， 就 可 得 到 所 需 的 结果 ， 
对 于 mm > n 的 情形 , 令 


xo) we Xb np = bk (Ko=0,1,...,), 


(12.19) 变 为 
s"(y 一 bat) As" (any 一 2 2) 十 ， 
十 aoy 一 Box 十 (on "十 .十 dy) x, 
作 同 样 的 变换 ,相当 于 〈12.22) 的 方程 是 
yh == — ayy 十 57 十 (2 st bt + ee, 


所 得 的 等 价 方程 组 是 


.十 (caiy — b,x) 


y: -ml 0 Y, 

y: 一 ao- l 1 Y2 

Yni ay () ] | 

Yn dy 0 Yn 
Dm- ani Om 0 
b 一 3 Anl b 0 

(iman) 。 
+ x : 十 0 ， 
Dm_nti | bm -n+l 
~ ml? 

Onn — Go bm 24 bi x 


原 方程 的 解 是 
y=); 十 bmt" ™ 


方程 组 的 急 什 是 
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¥,(0) 1 ' Yo 


y,(0) at Q y, 
Y0) | =| aa Gn 1 yo 
A ya(0) a, *** Gag l yin 
bn yp ye 
bn- Om () im ath) 
一 一 bm—2 D mai bn gina ta) 


一 1) 
Do Öm- D m | xy” 


后 两 种 处 理 方法 ， 对 x* 有 第 一 类 间断 点 都 能 适用 .最 后 一 种 
处 理 方法 比较 规则 ,方程 组 的 初 值 计算 容易 . 


$4 框图 的 变换 


如 上 节 第 一 种 处 理 方法 ,车 一 种 框图 对 应 的 微分 方程 组 数值 
解 有 困难 ,有 时 换 成 等 价 的 框图 ,所 对 应 的 方程 组 求 数值 解 可 能 就 
容易 一 些 ， 这 种 等 价 变换 可 以 自动 控制 的 观点 为 依据 ， 也 可 以 数 
学 的 观点 为 依据 。 以 下 我 们 举 出 一 个 从 数学 观点 来 变换 框图 的 例 
Fa, 

在 自动 控制 退路 中 有 时 出 现 如 图 12.15 所 示 的 带 有 微分 反馈 
的 限 幅 环节 .这 里 * 是 输入 ,Y 是 输出 , ” 是 反馈 ,zx 是 中 间 变 量 ， 


图 12.15 和 带 有 第 分 反馈 ! 的 限 幅 环节 图 12.16 初步 处 理 后 的 框图 
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一 L, K，K， 是 放大 倍数 ,了 是 时 间 常 数 ，, K, Ki, T REE 


RIE R, 

反馈 通路 对 应 的 微分 方程 中 右 端 函数 含有 导数 y , 我 们 用 上 
的 第 一 种 方法 处 理 , 则 得 如 图 12.16 所 示 的 框图 , 相应 的 方程 组 
是 . 


Tw +u=y, (12.25) 
ù == Kis’, (12.26) 
z = K(x— r), (12.27) 
z, k| SL, 
-| (12.28) 
Lsignz, |z| > L, 


这 里 * 是 新 引进 的 中 间 变 量 . 方程 组 中 zx 是 输入 BRC ABR. 
原来 含有 ” 的 微分 方程 ， 应 当 提 供 初 值 w， 解 上 述 方程 组 时 应 
算出 初 值 mw。 可 以 如 下 计算 : CA o 由 《12.26) 算出 so, H 
(12.27) 算出 zo, 将 z 代入 (12.28) 算 出 Yo, RF tos Yo FA 
(12.25) 算出 mw， 其 计算 步骤 如 图 12.17 所 示 ， 


Zo 
(12. 25) 6 
(12. 28) 
Se 


图 12.17 uo 的 计算 次 序 


在 数值 积分 时 ,应 该 从 :一 1, 时 +,w RO tn, te 算出 e, 
的 值 .但 是 由 (12.25) 算 w 时 需要 知道 Ya, 由 (12.28) 算 y, 时 
需要 知道 s H (12.27) 算 2, 时 需要 知道 va, M (12.26) $ 
2。， 时 又 需要 知道 必 ， 其 循环 关系 如 图 12.18 所 示 。 也 就 是 说 ,应 
该 将 四 个 方程 看 做 一 个 代数 方程 组 ,将 u, 解 出 来 。 由 于 (12.28) 
是 非 线性 关系 , 解 方程 组 也 有 困难 . 

引进 等 价 的 框图 ,其 想法 是 , 假定 相应 于 (12.28 ) 的 限 幅 器 不 
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` > 
(12.25) (12.28). .12,20) 26), 
2, hd 


图 12.18 求 u, 的 循环 关系 
BRI BD y= 2, BEAD (12.25), (12.26), (12.27) 一 起 消去 ww 2, 


z 后 解 出 y， 因 为 它 不 是 真正 的 y， 将 它 表 做 1, HAS 
到 y。 于 是 计算 的 公式 变 成 


Tu +u = y, (12.25) 
KT ( K, ) 
一 一 -一 一 一 一 |(x 十 一 4 }, 12.29 
1 TERK FT (12.29) 
若 <L, 
y=” ži lal < (12.30) 
L Lsignn, Æ |a] >L, 


其 框图 如 图 12.19 所 示 ， 

在 [17] 中 证 明了 两 个 框图 的 等 价 性 , 解 的 存在 性 和 唯一 性 .在 
开始 时 ,从 v。 算 uw, HE 12.17 对 应 的 过 程 计 算 。 在 积分 中 , A 
道 un 算 ws， 用 图 12.19 所 指 的 过 程 计 算 ， 即 从 (12.29) 算 a, 
从 (12.30) 算 Ya, RRA (12.25) 即 可 算出 uh, 


Kk, | 
1 | fy+ j 
| KT | ' | 


图 12.19 ”变换 后 的 框图 


55 非 正规 格式 的 计算 稳定 性 


由 给 出 的 + 和 ?的 值 ,计算 粗 应 的 yy 的 值 ,代入 数值 公式 中 去 
积分 ,我 们 把 这 种 计算 格式 叫做 正规 格式 ,否则 叫 非 正规 格式 ， 换 
言 之 ,正规 格式 是 严格 按 数值 积分 公式 要 求 计 算 的 格式 ,没有 按 数 
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值 积 分 公式 要 求 的 计算 格式 是 非 正规 格式 。 非 正规 格式 有 不 同 的 
计算 稳定 性 要 求 ,应 具体 分 析 , 为 此 我 们 举 两 个 简化 了 的 例子 ， 
例 1 设 微分 方程 为 
y= fr, Y, z), 
而 z, y WEA 
z= g(y,2), 
WA Euer 公式 ,在 ARE Ys 后 , 本 来 可 以 从 第 二 个 方程 解 
出 zn 来 , 然后 由 第 一 个 方程 计算 ys， 进 行 积分 。 若 第 二 个 方程 
非常 复杂 , 解 2, 有 困难 ， 有 了 时 用 y。 和 zna RA SER z, W 
VE z,。 这 就 是 一 种 非 正规 格式 
Yati = Yn F Afla, Yny 2a); 
Sny = gus Zn). 
误差 的 线性 化 方程 是 
I 0 LAV ats l 十 hf, Af, An 
(a l oan ) =( 0 P, ) (Y 
ER EE RI REN EE 
è — (1 + g, + Af, + pj.gy)X 十 (1 十 Ae. = 0, 
hk Ot, PERRI BIE 1 A gn. PKS RAI 
算 稳 定 的 必要 条 件 是 |g:| <1, 
例 2 设 微分 方程 为 
y = f(t, y, y’), 
以 这 个 方程 做 为 右 函 数 含 有 导数 的 例子 。 在 ta Ay, 后 本 应 解 
出 ya” RARD. 车 方程 过 于 复杂 ， 解 y 有 困难 ， 用 数值 微 
分 (ys 一 4-1)/4h RERA 了 中 的 为 ， 设 以 步 长 为 上 的 Euler 
TS HE 
Yni = Yn + Afla, Yn, (Yn — yr) /4), 
误差 满足 的 线性 化 方程 为 
AV aes = LVa F Afy Ayn + fy (Ayn — Ayn), 
将 hs tr 看 成 常数 ,其 特征 方程 为 
2 — (1 + hj, + fy A+ fy = 0, 
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当 有 一 0 时 ,两 根 的 极限 分 别 是 1 和 力 '。 所 以 计算 稳定 的 必要 条 
件 是 [fy'| <1, 
我 们 指出 ,相应 于 图 12.15 的 反馈 通路 的 方程 是 
Tv + v =| Ky’, 
E yn, 用 数值 微分 (OYn 一 Yaa) /h 代替， 假定 限 幅 只 工作 在 线性 
区 域 ， 即 ”一 *， 若 用 步 长 为 4 的 Euer 法 解 此 方程 组 ， 则 对 齐 
次 方程 组 有 


TaT yo Kd 
h k 
En K(—v,), Yn 一 ony 
消去 和 2, & 


Unart (EAs 一 1] 十 E )vn — KK, Upa 一 0, 
T T T 


当 -> 0， 其 特征 根 是 1 和 一 全 +， 故 当 KK, > T 时 计算 不 稳 


定 ,K 和 K 是 放大 系数 ,了 是 时 间 常 数 ,一 般 都 有 KK > T， 即 
一 般 是 计算 不 稳定 的 . 


§6 ”其 他 问题 的 处 理 


在 自动 控制 系统 的 运动 方程 中 ， 有 时 含有 不 是 微分 方程 形式 
的 方程 ,最 好 是 将 它 化 为 微分 方程 形式 ,可 以 并 入微 分 方程 组 一 起 
做 数值 积分 。 例 如 
1. 形式 为 
ye) = y — | eee 
的 方程 ,可 以 对 微分 ,化 为 微分 方程 
ý 一 — ÍC), v0) 一 Yo 
2. 形式 为 


y(1) = | K(r)cos(4 — rt )dr 
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的 方程 ,将 cos(: 一 +) 展开 


cos(¢— 1) = costcost + sintsinz， 


代入 方程 
o yie) = cos: { K(v)costdt + © 
sin? | KC) sin TdT, 
£ 
zı = K(i) cost, 2,(0) = 0, 
z= Kl sint, 2,(0) = 0, 
则 有 


yC) = 2,(¢) cost + z: sint, 
zi 和 z， 的 两 个 微分 方程 可 以 机 人 微分 方程 组 积分 . 
3. 如 在 右 端 函 数 中 需要 解 方程 
F(t, x, y) =), 
KH: 是 自 变 量 ，x 是 积分 中 提供 的 值 ， 例 如 是 一 个 微分 方程 的 
解 ,这 时 x 也 是 可 以 算出 来 的 , Y 是 要 和 解 方程 求 出 的 值 。 我 们 可 以 
We AY 都 看 做 : RR, HBR SWS 
F, + Fx + F,y = 0, 
ax 是 可 以 算出 来 的 , 则 可 在 方程 组 中 加 一 个 方程 
y = —(F, + Fyx')/F,, 
在 解 微 分 方程 的 过 程 中 就 可 求 出 ? 来 。 当然 要 假定 在 解 微分 方程 
的 过 程 中 Fy 关 0， 这 个 要 求 是 自然 的 。 还 要 给 出 y 的 初 值 , 这 是 
解 徽 分 方程 所 要 求 的 . 
如 果 所 解 的 微分 方程 中 ,有 一 个 函数 指数 衰减 ,可 以 选 变化 的 
比例 因子 ,例如 
4. 有 方程 
y+ hy = fet, y), 
这 里 Re() <0, I, y) 是 很 小 的 量 , 可 取 | 做 为 比例 因子 。 
J e” Fe AL 


e 414° 


Z [ey] e eil, Y), 
ade 


& zæ ey, WA 
ow == efl, ze”), 
以 下 的 两 种 处 理 ,是 方程 中 的 近似 ,是 否 可 用 ， 要 从 物理 上 著 
虑 ,或 以 计算 结果 对 比 ,判断 其 是 否 可 用 , 
5. 略 去 小 参数 。 例 如 对 放大 器 环节 的 方程 
Ty + y = Kx, 
当时 间 常 数 工 很 小 时 ， 有 时 可 以 略 去 ， 这 就 相当 于 忽略 了 暂 态 过 
程 .这 是 自动 控制 系统 计算 中 常用 的 一 种 方法 。 若 有 可 能 ,有 了 时 
可 使 求解 难度 减 小 ， 
6. 时 延 处 理 。 如 有 时 延 环 市 
yle) = xr: 一 T)， 
这 里 zt 是 小 的 正常 数 ， 在 方程 组 数值 积分 时 ,可 以 保留 * 的 值 , 进 
行 插值 ,也 可 以 变 成 
ya +r) =r), 
将 yU 十 z) 展 开 , 略 去 z 的 高 阶 项 , 得 出 一 个 微分 方程 ,参加 方程 
组 积分 。 如 略 去 的 二 阶 项 ,得 


ty + y= x(t), (12.31) 
就 变 成 了 一 个 放大 环节 。 如 果 略 去 z 的 三 阶 项 ,得 
5 ey" + ry’ + y = x(2) (12.32) 


变 成 了 振荡 环节 。 A rG) EGR, ya) 三 0, +: <0, 方程 
(12.31) 的 解 是 


1 
”一 1 一 crr。 


而 方程 (12.32) 的 解 是 


了 in + * 
7 一 1 一 V2。 sin( 工 /十 三 )， 
函数 x, BRR y, DE 0231) 和 方程 (12.32) OR 12.20— 
12.23 所 示 。 
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O tooo iO mr 


图 12.20 xz 的 图 形 | 12.21 真 解 的 图 形 


O | f 


图 12,22 方程 (12.31) 的 解 12.23 方程 (12,32) 的 解 
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第 十 三 章 ”处 理 刚 性 方程 的 
EREJE 


这 一 章 简短 地 叙述 一 些 处 理 刚 性 方程 的 方法 ， 主 要 是 提供 一 
些 处 理 的 思想 ， 


“$1 等 效 系统 替代 方法 


用 传 绕 的 数值 方法 求解 刚性 方程 产生 困难 的 一 个 基本 原因 是 
不 能 很 好 地 拟 合 方程 的 解 ,而 且 这 些 拟 合 误差 的 传播 是 不 稳定 的 ， 
误差 被 方法 放大 了 。 如 果 我 们 能 直接 得 到 方程 的 解析 解 ， 再 由 解 
析 解 求 得 具体 数值 ， 这 些 问题 就 不 存在 了 。 但 是 对 于 一 般 的 系统 
寻找 解析 解 是 困难 的 .许多 人 提出 利用 等 效 系统 代替 原来 系统 的 
思想 。 具 体 地 说 ,假使 我 们 要 求 刚性 方程 


y = {(4,y), y(0) = y (13.1) 
E, AURREZ 13.1), 而 来 求 (13.1) 的 等 效 系统 
yY = g(t, Y, “uG)), YOO) = 7 (13.2) 


的 解 , 其 中 u(e) 为 可 控 参 数 。 所谓 (13.2) 是 (13.1) 的 等 效 系统 
是 指 可 以 找到 控制 参数 ule), E4 (13.2) 的 解 与 (13.1) 的 解 一 
致 。 如 果 (13.2) 是 非 刚性 的 ， 或 者 虽 是 刚性 的 ,但 可 用 解析 解 来 
处 理 的 话 , 我 们 就 可 以 由 (13.1) 转换 成 考虑 (13.2), 从 而 避 开 了 
刚性 引起 的 数值 积分 的 困难 . 

RAO 应 用 了 类 似 的 思想 ， 推 导 了 一 类 只 须 应 用 简单 迭代 
的 计算 格式 , 从 而 可 以 避免 计算 右 函数 的 Jacobi 矩阵 和 和 矩阵 求 北 
等 复杂 的 运算 .这 对 于 求解 高 阶 方程 组 是 特别 有 益 的 。 这 一 节 我 
们 介绍 韩 天 敏 构造 的 方法 . 

考虑 初 值 问题 
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人 yy = f(s, y), (13.3) 
y(0) = Yos 
其 中 E(t, y) Ema, Y, y MP Ber eae, 引入 等 效 


By’ + y= ult), (13.4) | 


其 中 下 是 严 阶 对 角 型 矩阵 ,对 角 线 上 是 任意 指定 的 正常 数 。 el) 
BU) (13.2) 中 的 控制 变量 。 要 求 选取 ua) 使 (13.4) 和 (13.3) 
具有 相同 的 物理 效果 。 如果 经 过 离散 化 处 理 ,在 t= h, 2h, es, 
nh, >>> WR ERR uh), uA), -s ulnh) e WI, R 
们 便 可 以 从 (13.4) 出 发 去 构造 积分 格式 , 从 而 克服 数值 求解 时 的 
困难 . | 

将 (13.3) A (13.4) OFA 

(E—B)y’ =g—u, (13.5) 

RR g =f, y) +y, E= EGY), u= ul), Mite (13.3) 
和 《13.4) 式 建立 了 联系 。 令 

z=(E—B)"a, 


Wi] C 13.4) 和 《13.5) 式 分 别 变 为 
y'= —B™y + (B'E — I )z, (13.6) 
y = (E — B) “g — z, (13.7) 


其 中 了 为 单位 矩阵 。 方 程 (13.6)、(13.7) 中 包含 两 个 未 知 数 ， 使 
我 们 可 能 在 离散 节点 上 用 近似 办 法 把 z(8)，z(248),…, z(nh),… 
求 出 来 . 由 于 z0) = (E — B)-w(z)， 亦 即 把 w(h)，w(24),…， 
ulah), RER. AWE, HE (13.56)、(13.7) 中 的 y, HA = 
tan PA, t= tor 的 函数 值 以 下 标 表示 ,得 恒等式 
Yayı BCE ga: — B) grr = E phinn (13.8) 
a (13.7) 的 右 端 第 一 项 用 矩形 公式 , 第 二 项 用 梯形 公式 近似 积分 
得 
Yasi = Ya + ALE, — Bg, 一 oa, 


一 人 Oath + O(h’) l (13.9) 
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Bry È ny, 并 略 去 (地 .9)》 式 中 的 OC) 项 《13.8) 和 《13.9) 
RER | o 
Yny 十 了 (了 | —— B) grr = 7 Ernixatis 


Ynti = Yn 十 ACE, ~~ BY) "Sn — Xn — Ente ` 
由 此 求 得 


-1 
Xay == (1 + 2 Baus) {BCE ns: E B) S641 


+ y, FALE, — BIS, — tr}, (13.10) 
有 了 to: 之 后 , 就 可 以 用 (13.4) 式 或 等 价 地 用 (13.6) 式 去 构造 
积分 格式 。 oe 
(13.6) 式 的 真 解 的 解析 形式 为 


P m Ty, BEE BD) 


— 1)z(é)aé, (13.11) 
对 (13.11) 式 中 的 积分 使 用 梯形 公式 , 则 
Your eB Ay, + eB “(BE,— I)x, 
+ (BE as: — Irn. | (13.12) 
(13.10) #0 (13.12) 组 成 确定 x,+ 和 Yaza BO EK 7a Re. TE RIKIN 
ERKETZ ER, T RERE, ATLA (13. 11) 
的 积分 采用 定形 公 式 , 得 Ynn 的 预 估 式 
yo = eB ty, + 2e 3 (BE, — 1)x,, 
从 而 建立 了 如 下 的 迭代 格式 《I) 
( ?多 eB y, + DoF BIE, 一 xn 
: 41 2 pu N` I -1 zll 
GD sep = (1 + 2 ERa | (BOER, 一 BY 8 
十 Ya + ACE, — B)'8, — Xn}; 
Git) yotP = eB hy + es ABOE, — 1)x, 
+ (BE — Dati’. 
下 面 给 出 格式 《1) 的 几 种 变形 ， 
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18 (13.1) 中 的 微分 方程 的 两边 匀 上 对 角形 常数 矩阵 
就 可 将 (13.1) 化 成 (13.3) 的 形式 。 这 时 EG, y) =E, BE 
(13.4) AOR B SUR A I FA 令 向 量 ee) = 


Bua), 2, = a 3 Hl 
B(E — B)x, = B7 (E — B) Sz 


= BCE — B) É (E — By, 


=B Eu, me 3 一 Fp, 
| 2 2 
由 此 ,格式 (I) 可 以 改写 如 下 
Ci) yO, = eB by, + 2e 8 人， | 
— | 
(ii #24? = (1 + Ze) fo), + B-(E — B)y, 


十 ABo'g, — Tats 
Git) yD = e8 Hy, + Xa) + 20, 
去 掉 “~” 这 一 特殊 记号 ， 重 新 定义 z(t) = Blue), x, = ae 


即 可 得 如 下 的 格式 CD 
| G) yO, = eT Oy, Qe Fe, 
ii (+1) 一 2 (t) pe 
1 Gi) raro = (I + 2B) {gi + BCE 
— B)y, + AB 2g, — x,}, 
(iit) PRP = eB, oxy) tt, 
2. & (13.4) 中 的 和 矩阵 Boo ( 即 B 的 对 角 线 上 所 有 元 素 
2 一 o)， 则 根据 《D 中 的 定义 有 : 


_ 

r, = Êe, = En — B Un 
> ~ ) 

一 > (E, — BY" (BY, + y,), 
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为 
(i) pen 一 Y, — 2235 
I+D 一 2 ~ _ y —r 
(ii) rei (1 + P ES.) {— gi. + Yn nts 
Git) yo = Yn — xq — EF, | 
各 重新 定义 r, = 一 2 Yas 则 (1) 可 简化 为 
Ci) Yati 一 yw 十 2xo， 
. i+1 2 pu ` ) y 
Hl (ii) rfi? = (1 + 3 Ea) { 2h) | Y; Kats 
Git) y= 十 二 
下 面 对 格 式 dI) 进行 一 些 分 析 。 首先 我 们 建立 格式 CID 
与 梯形 公式 的 关系 。 为 此 ,将 梯形 公式 的 两 端 乘 以 常数 (1 一 ?)， 
得 | 
(1 — Py = (1 — PP), 十 《1 一 oper 


+ (1 — P) + Yous 


& x, = 过 Yas 则 有 


P 


1 — 
Vat = Ya + xa t p (1.4 A aaa 十 yo ~~ Vn Xp, )， 


_ h 、 to? 
取 ? arr e 为 小 正 数 ; Wi => ik 


on = Ya 十 ys + Plet., + Yati — Ya ~ 一 Xa). | 
因而 推出 之 > Je = PC Efnt + Yaa — Vn — xr), KO £p = A 


Yatı 和 并 以 上 两 式 ,得 出 格式 
n+ 站 [sj + Yast 7 Ys — Xal 
an) \, = Ya t Xn + Xati 
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它 恰好 是 格式 (IH) 法 代 到 收 伊 时 的 形式 . 由 此 也 可 推出 (IIT) 
与 梯形 公式 具有 完全 相同 的 截断 误差 。 
将 格式 Cr) 应 用 到 试验 方程 
y = 2y, Rel <0, 
EA OI) JAER FERRER . 


9 十 4 — P ~ | 
(* )- ( P Ai a) 


Yni 
GDE O o 


StH, CE ARE p = 0, 


1+ 44 


l—Pteprh _ _ 
] — P? — spi 


<l, 5] 0<h < co 时 ， 


1 


a= 


(13. 14) 
并 且 ps 和 梯形 公式 应 用 于 试验 方程 y =y 的 特征 值 完全 一 
F. ARRA Ir) 是 4 稳定 的 . 
格式 (II) 实际 上 是 基于 简单 迭代 的 一 种 方法 . 它 可 以 改写 
成 形式 
Yaar = Ya F tat Pleki ya) + VR 


— 7, — an], = (143.15) 
TA SR RI HE RE HY | 
E [e BEms yq 十 1 | <1, (13.16) 
of ~ = a + ip (a : —_* \ 
着 了 一 2 十 说 (a 二 0)， 考 虑 到 p <1 (s>0), 
则 只 要 有 


(1 + ea)? + 679? me 1 + 28a + (a? + fF)e <1, (13.17) 
则 可 导出 条 件 〈13.16)。 选 取 


O<sqgQ— < 
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就 可 以 作 到 这 一 后 ，。 
这 里 简单 迭代 的 收敛 性 条 件 和 步 长 无 关 , 即 对 0 二 h < 00 
i FR BDC aX 


对 于 -方程 组 的 情形 A Jacobi agape SL 和 的 特征 值 为 t =t + 


tBes R= latet n 其 中 a, <= 0, WHEY 
E —2a, 
css 
S mn, ai, + a F B > 


ARRERA. 
4 Of Ot fea, 


这 是 要 通过 步 长 上 来 实现 的 .而 对 于 迭代 (13.15) 的 收敛 性 条 件 
(13.16) 是 通过 选取 参数 s 来 实现 的 . 只 要 系统 是 稳定 的 , 当 e 取 
得 充分 小 ,条 件 (13.16) 总 是 可 以 满足 的 . ; 

对 刚性 问题 来 说 ,大 都 有 这 样 一 个 特点 ， 在 其 起 始 时 一 个 短暂 
的 时 间 间 隔 内 ,系统 本 身 产生 剧变 ( 暂 态 过 程 )。 精度 要 求 4 很 小 . 
因而 我 们 开始 可 以 取 8 = 1, 此 时 尽管 9f/8y RA. 但 由 于 
pam 一 二 一 0(4) < 1，(13.16) 仍然 满足 ， 随 着 时 间 的 推移 ， 
4 开始 变 大 ,迭代 将 区 发 散 。 一 旦 发 现 此 种 情况 ,我 们 就 缩小 s. 

假如 我 们 要 处 理 的 方程 组 阶 数 不 高 , H Jacobi GM RA J 
求 出 , 则 可 以 选 


6 一 EU, y) 一 一 人 ， 


此 时 格式 CID 的 Gi) 成 为 
rip = (1+ 2 ee.) (gB, — Ya — £9) 
-q-e [e 


> fats 十 See — Ys — X, 


; if) 一 j 
e (-— Ofra 十 2) Ee — 


Oy , 
Of ur _y ， 
(Se) (oi Y n ,) |. 
不 难看 出 ,对 常 系数 线性 方程 组 
y = Ay 


应 用 EU, y) 的 这 种 选取 方法 ， 经 过 一 次 迭代 , 即 可 得 到 准确 的 
BEAR, 事实 上 , 令 re = 人 Ay, 对 任意 选取 的 初始 近似 I, 
有 ee 
12, 一 (— A+ 2)" | Av —A (9%. — Y, — 5 4y, )| 
h AN L ĠA 


= Ya x,t x2, 


§ 2 光滑 近似 特 解 方法 (SAPS) 
这 个 方法 是 Dahlquist 1968 年 提出 的 。 但 是 方法 的 思想 在 


1952 年 已 给 出 来 了 。 设 刚性 方程 组 给 成 形式 


= = — Ax + ft, x, Y), (13.182) 
£ 
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dy = g(t, £, Y), (13.186) 
dt 


其 中 re R”, yER", 1€(0, TL ARDRE hE, f 
和 8g 是 光 谓 函数 。 假定 4 的 特征 值 比 起 了 和 & 的 Lipschitz 常数 
要 大 得 多 .更 精确 地 说 ， 我 们 假定 对 于 适当 选取 的 与 时 间 无 关 的 
ep, RAAB 


Was or) Map 
x ( al | way \<e< l, (13.18c) 
光滑 近似 特 解 方法 的 思想 是 不 去 计算 区 间 (r,t 十 4) 上 的 
(13.18.4)，(13.18.6) 的 完全 解 ( ) 而 去 确定 近似 解 (7); 


其 中 p(t) 是 (13,18.4) 的 近似 特 解 ,而 ae) 是 (1318.5) 的 
相应 的 解 。 我 们 想 构 造 p(:) A 40), HBA / 

p(t) = x(t) 一 e-4(x(4) 一 p(7)) + 截断 误差 ， 

q(t) = IA — TOG) — P) + 截断 误差 ， 
其 中 T(z) 是 矩阵 值 函 数 . 引进 它 的 目的 是 想 使 得 oe) 与 + 的 
快 变 部 分 近似 无 关 、 

AFH e4 在 边界 层 还 速 误 大 到 可 忽略 的 程度 Mt ta 

时 ,将 在 某 种 要 求 的 精度 内 有 


(G~) 
当 ARRIER ERD, o1 表示 为 高 频 慢 衰减 振动 , 则 


即使 对 于 大 的 : 值 ，、 上 述 的 近似 仍 不 成 立 ， 我 们 将 不 考虑 这 种 情 


例 13.1 ZR 
x <= — 100x + I x(0) = ro, (13.192) 


y = x — y y(0) = yo. (13.195) 
BY P(t) 100° hl 
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x(t) = P(t) + Cro — 1/100)e™, 
将 ple) RA (1319.6) 中 的 r, 7) 的 方程 o 
q = 1/100 —q 4(0) =), (13.20) 


| | L) 4 
t) = 一 一 je +t —. 
qs) (% 100 100 


其 解 为 


{E (13.19.6) 的 yG) 为 
_ xo — 1/100 _ ot 
y(t) 1/100 + ( yo + BLM 1/100) 
_ žo 1/100 -w 
55 。 
因此 g — ye) 当 : 较 大 时 仍 北 较 大 。 但 若 将 (13.20) 中 的 初 
值 换 成 
4(0) = ¥ + (xo — 1/100)/99, 
得 到 的 a@) A 
\ * T 1/100 
g(t) = 1/100 + ( 十 a 


一 1/100) e, 


NES 


IO = q1) 一 res oer 


所 以 这 样 选取 的 Pp(z)、4(z) HERE BOK. 
对 于 一 般 的 党 微分 方程 初 便 问 题 


= = h(t, z), 2(0) = z, zE Rntn。 (13.21) 
at 
若 Jicobi 矩阵 27 的 特征 值 可 以 分 成 二 组 
LO = {213 43 *%5 Xm} 
B = {a mti» hint+2 " "9 Ament 
使 得 当 A E A AU Àj E B 时 ,有 
min|4,;| >> max|d,| 
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H a 逢 时 间 是 慢 变 化 ,可 以 找到 分 段 常 值 矩阵 M ， 且 具有 性 
( ，) = Ms xE R”, ye R” 


( —Axtflt, x, Y) ) = MH(t, z) 
g(t, x, Y) 
大 的 符 征 值 将 局 部 地 含 在 短 阵 4 中 ,于 是 SAPS 方法 就 可 以 应 
用 .这 里 我 们 不 考虑 如 何 选 取 变 换 逢 阵 M ， 而 假定 已 将 (13.21) 
变换 到 (13.18) 的 情形 ， | 
由 上 面 看 到 , 为 了 使 SAPS 方法 能 有 效 地 实施 ， 必 须 解决 下 
面 的 一 些 问题 : | 
i) 如 何 去 构 造 局 部 特 解 PO); 
i) 如 何 计算 矩阵 TO); 
iii) 如 何 处 理 初 值 。 


下 面 分 别 来 解决 这 些 问题 ， 
首先 考虑 局 部 特 解 的 构造 问题 ，. 
ma VG) 是 向 量 值 多 项 式 ， 则 利用 未 定 系数 法 或 有 限 次 适 
代 
p = 0, Ap? = V — 人 一 (13.22 ) 
可 确定 方程 
ee = —Apt+V (13.23) 


的 一 个 多 项 式 解 . 由 于 这 个 多 项 式 解 是 唯一 的 ， 它 不 能 满足 任意 
的 初始 条 件 。 WR VG) 不 是 多 项 式 ， 则 迭代 过 程 (13.22) 常常 
EAB. 但 是 若 LA 很 小 ， 则 用 (13.22) 迭代 较 少 几 次 往往 
能 提供 方程 (13.23) 的 好 的 近似 解 . 例如 , 若 rO 是 微分 方程 
dp? d'V 


+ APY 一 了 一 一 1) 477%. 
dt (— 1)! Or 
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的 精确 解 ,并 且 其 右 问 项 具有 一 致 小 的 模 , 则 这 将 接近 于 (13.23) 
的 其 个 解 . 这 样 的 特 解 可 以 应 用 到 (13.18.20), 
令 
== RA, 
Pr = PU), qr = 4(1), 
== (Ph Priins Pky) o 
9 = (ahs Thais Ghri) > 
要求 选取 的 步 长 上 使 它 与 1 和 8 的 Lipschitz 常数 的 乘积 是 小 的 ， 
m A/a 党 第 可 以 非常 大 .在 区 闻 Lo ear] 上 的 多 项 式 PC) 
和 q(t) 按 下 面 的 方式 交 蔡 地 应 用 两 个 过 程 迁 代 地 构造 。 一 个 过 
程 中 是 SAPS i, CWTA PE, PQ) E t= tes AH 
bear 上 的 信和 ,计算 
V(t) 一 I(t, P CE), g), t == ley R41/2 s!k+19 
然后 利用 二 次 插值 多 AAE m Bie V(z)， 再 由 求解 
(13.23) 得 到 新 的 PCG). SAPS 过 程 还 将 输入 的 4990 变换 成 
PG) = gG) + Agr, ER A 将 在 后 面 来 确定 。 另外 一 个 
过 程 是 通常 的 积分 过 程 。 它 利 用 SAPS HBS PVG) 和 
4 OG) 积分 组 《13.18.5)， 例 如 应 用 不 带 平滑 过 程 的 梯形 法 则 ， 
记 为 TRAP, aa 令 
p= 804,07", 95°), 
则 TRAP 过 程 给 由 
giri = qG + ACS + grt1) /2, 
diiin = (Gh + get) /2 一 有 Stl 一 8 和)18， 


i +12 


qg” = qi 
这 样 可 以 将 一 KERERE 
( a ) 一 SAPS ( ) (13.24) 
(q'**) = TRAP( rn ) (13.25) 


称 其 为 SAPS-TRAP 3&4R. [86] WERE A aR BS ETT 
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了 详细 的 研究 。 PC) 和 9G 在 Las al 上 的 第 一 次 近似 由 前 
面 区 间 上 的 多 项 式 外 播 确 定 ， 

FHS Ree TO RIMA qo 的 确定 问题 ,- 

由 上 面 看 到 ， 我 们 用 SAP 过 程 处 理 方程 组 (13.18.4)， 而 
用 通常 的 方法 处 理 (13.18.5)。SAPS 过 程 求 得 的 p(t) 通常 不 满 
足 初 始 条 件 ， Æ (13.18.a) AI (13.18.5) 之 间 的 耦合 性 较 小 时 ， 
则 这 种 初 值 不 满足 对 (13.18.6) 的 影响 较 小 。 ARATE RAN, 
这 种 不 满足 性 就 不 能 不 考虑 了 .但 是 我 们 可 以 选取 变换 和 矩阵 T(z)， 
使 得 量 y Tr 相对 于 y 来 说 与 x 有 较 小 的 耦合 性 . 这 表示 我 们 
要 寻找 矩阵 TO, HEE 

s) = ya) — Trl) — La) — TOP) 
= y(t) — [¢@) + TOG) — Pre) 

是 小 的 并 且 是 连续 的 . 换言之 ， 我们 要 求 矩 泗 TO), HB 40) 
和 x(z) 一 p(z) 之 间 的 耦合 性 小 ， 为 此 ,我 们 先 考 虑 常 系数 的 线 


性 系统 
GC DG} 
ZORA T, fe ?一 ?一 与 x RBG. RA 
Cr GG )= Ca) 
«(oa GQ) 


其 中 
= — A+ BT, 
Ê = 
= —T(— A4 + BT)+ C +DT, 
D = D — TB, 


干 是 了 是 矩阵 方程 C—0 的 解 。 在 方程 (13.182), (13.188). 
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的 情况 ,首先 将 方程 线性 化 ,于 是 对 应 于 C 一 0 的 方程 为 
7 (一 a+ Ol 4. OF T) = Og + O87 (13.26) 


Op ðq Op Og 
为 了 求解 方程 (13.26)。 可 采用 下 面 的 迭代 
T, = 0， 
人 Of oog q Og 
Tiss ( Atas to T; ) = 5 GET. 00327) 


如 果 条 件 (13.18.c) 满足 , 则 迭代 过 程 (13.27) EKA. A 


(13.18.c) 中 的 p 很 小 时 ,收敛 速度 是 十 分 快 的 。 

由 于 采用 SAPS 过 程 PO M 44) 在 :一 大 所 是 间断 的 。 
& AP,, Aq, ae :一 上 AAPL, RA 

= P(4,+) — Ply, —), 

~ hn mate +)—44-—), 
特别 在 = OT, Pl4—) = x, gl) = Yo, & Rel), Rs) 
是 在 节点 之 阁 的 局 部 截断 误差 . $ + 二 x+ 一 了 ， 则 ?是 * 的 快 变 
部 分 .现在 可 以 将 P(tz) Hae) 写成 为 微分 方程 


a = — AP + f(t, P, 7) + Ryle) 
， 十 > AP, Ot — te), (13.282) 
a = g(t, P, q) + Ra(e) 
+ > Aq,8(t— t) (13.286) 
的 精确 解 , 其 中 8 是 Dirac HER. 对 于 rG), RNB 


所 = — Art f(t, x, Y) — f(t, P, 7) — RPC) 


— >} Apli — h), (13.28c) 
k=0 


由 s(t) 的 连续 性 推出 
Aq, = TAP, (13.29) 
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特别 在 + 一 Ok 时 有 (4 — 1) 一 T (po — +5), Alfa 
Je = y + T(P — x0). E 
AEZ iD 13.1, 在 上 一 0 时 方程 (13.26) % © 
四  T(— 100) = 一 1 一 T 
即 o T = =1/99, 
方程 (13.29) 给 出 | 
Jo = Yo + T (Po — xa) = Ya — (1/100 — x) 799. 
”由 上 面 的 叙述 ， 可 以 将 光滑 近似 特 解 方法 的 计算 过 程 描述 如 


步 0 ANDE h, $ 有 一 0; 
步 1 在 (4, Pas 40 处 计算 矩阵 A 和 7; 
步 2 用 SAPS- -TRAP 过 程 确定 点 (teats Pris Gr+1)} 
步 3 判定 计算 是 否 终 止 , 若 不 停止 , 令 不 一 丰 十 1， 转 步 1 
在 实际 计算 时 ， 垂 阵 A, AT, T 不 需要 对 每 个 计算 ,可 
经 过 若干 个 点 重新 计算 一 次 。 

由 于 在 SAPS 过 程 中 仅 确定 (13.23)，(13.184) 的 稳 态 解 ， 
而 将 真 解 中 的 快速 变化 部 分 口 去 . 若 在 边界 户外 ， 由 于 这 个 略 去 
的 部 分 比较 小 ,计算 将 是 合理 的 。 但 在 边界 层 内 , 略 去 快速 变化 部 
分 将 会 给 计算 带 来 很 大 的 误差 . 因而 用 SAPS 过 程 计算 将 是 不 合 
理 的 ， 另 外 在 计算 矩阵 工时 ,对 微分 方程 (13.18a) 和 (13.186) 进 
行 了 线性 化 .这 种 处 理 在 边界 层 内 也 是 不 合理 的 .由 上 述 的 理由 ， 
在 边界 层 内 必须 采用 别 的 计算 方法 . 例如 采用 梯形 法 则 等 传统 的 
数值 方法 。 当 在 边界 层 外 采用 SAPS 算法 是 比较 有 效 的 、 文 [93] 
给 出 了 这 个 算法 的 _Fortran 程序 ， 并 且 给 出 了 比较 深入 的 理论 和 
试验 的 分 析 。 
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HERES HI, Runge-Kutta 方法 或 其 它 许多 方法 应 用 
到 试验 方程 | 
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y”. = Ay 
时 ， BRST HAE 7. HARRISE 具有 这 种 性 质 的 数 信 
求解 初 值 间 题 ， / | 
y= 4, 9), Va) = | (13.30) 
的 方法 称 作 线 性 方法 .。 AA, RAT ENSUE BA ARE, 
很 满意 的 . 为 了 具有 适当 的 稳定 人 性质， 它们 必须 是 隐 式 的 .而 为 
了 求解 ,这 些 方法 应 用 到 刚性 方程 所 产生 的 隐 式 差分 方程 组 ,不 能 
使 用 简单 迭代 法 ,必须 用 某 种 Newton 和 迭代, 这 就 需要 计算 Jacobi 
MAGI. mE (13.30) 是 一 个 大 系统 ,求解 将 是 很 困难 的 , 需要 
寻找 避免 计算 Jacobi 上 矩阵 及 其 逆 的 数值 方法 。 这 一 而 给 出 构造 
显 式 非 线性 方法 的 一 个 途径 ， 构 造 的 方法 具有 处 理 刚性 方程 组 的 
适当 的 稳定 性, 并 且 是 显 式 的 . 
线性 多 步 方法 应 用 到 (13,30) 的 基本 思想 是 将 (13. 30). 的 解 
局 部 表示 成 多 项 式 。 由 于 刚性 方程 组 的 解 中 具有 迅速 衰减 的 指数 
分 量 ， 因 此 ， 若 要 求 方法 具有 适当 的 稳定 性 (如 4 或 Ala) 稳 
定性 )， 则 上 面 的 局 部 表示 将 限制 线性 多 步 方法 的 阶 ,并 且 要 求 方 
法 是 隐 式 的 .为 了 能 够 看 出 这 一 点 ,考虑 下 面 的 简单 的 插值 问题 : 
给 定 函数 《在 :一 0, 1,2, 35°: “上 的 值 , 应 用 多 项 式 插值 求 出 


i= > 时 的 值 容易 看 出 最 好 的 解答 是 在 点 = 0 和 x 二 1 之 间 


作 线 性 内 插 ， 着 用 高 次 的 多 项 式 内 播 或 外 插 将 产生 很 环 的 结果 
因此 用 多 项 式 来 进行 行 插值 将 限制 插值 多 项 式 的 次 数 ， 并 且 要 求 进 
行内 插 。 但 是 ,如 果 不 用 多 项 式 , 而 用 有 理 内 插 ， 上 面 插值 问题 中 
ERRTU AM. 由 此 想到 不 用 局 部 多 项 式 内 插 构 造 线性 多 步 
方法 ， 而 用 局 部 有 理 插 信 来 构造 求解 刚性 方程 的 相应 的 方法 ， 这 
样 构造 的 方法 是 非 线性 方法 ， 


§3.1 方法 I 


我 们 首先 给 出 一 个 初等 的 非 线性 方法 .。 假定 (13.30) ERX 
lala Rly 是 一 个 标量 ，Xz) 是 它 的 真 解 ， 设 在 Las tal 中 
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yle) 可 局 部 地 用 AHAM 
lI = Afl: + B) -© (13:31) 
KER. WR Yn Æ YC) BDE, fa = fas Vado ta™ t tnh, 
由 条 件 
Ya = I Cts) Ynya = Ctr) fa = T C) 
消去 (13.31) 中 的 4 和 8， 得 到 方法 
_ hy,f, : , 
Yasa = Ya S TER (13.32) 
这 个 方法 是 与 Euler 公式 类 似 ,为 了 方法 (13.32) 的 执行 ,对 y(2) 
必须 加 上 限制 : i a 
; IIED + yO 0, Eh, (13.33) 
A (13.33) RAZ tf (13.32) 中 的 Yna 一 Oh = 0, MERLIN 4 
进行 计算 . | 
方法 (13.32) 也 可 以 应 用 到 方程 组 的 情形 ， 只 要 对 每 个 分 量 
进行 计算 . AYN f 均 是 mr 维 同 量 . y= (人 ee I LH 
(Fs Poe’ PY HETO EMAAR 
| ; gt AVES | 
Yau — Va Ea (13.34) 
方法 (13.34) 具有 好 的 稳定 性 质 . 将 (13.34) 应 用 到 试验 方 
程 y =y, Rå 一 0， 则 有 
Yiya = 1/01 — k2) i= 1, 2,--+, m, (13.35) 
Re, Viu/yh 是 e” 的 (0,1) Padé 近似 ,方法 (13.34) 是 4 稳 
定 的 。 事 实 上 是 工 稳 定 的 。 但 是 对 于 非 线性 方法 ， 对 试验 方程 的 
分 析 还 不 能 直 氛 应 用 到 其 有 不 同 特征 值 的 起 阵 4 的 一 般 的 线性 方 
Re 2H 
y = Ay, (13.36) 
其 中 4 的 特征 值 均 在 左 半 平面 中 ， 而 对 于 线性 方法 是 可 以 的 . 例 
如 ,和 作 变换 y = Hz, HHEH 满足 .H7AH =A = diag(11, 22, 
yam). FE (13.36) 变换 成 2’ = Az, 即 具 有 试验 方程 的 形式 。 
将 Euler 方法 应 用 到 方程 (13.36) ,得 到 Yna = U +A), 对 


* 433° 


它 应 用 变换 Ya 一 Hz,, 得 到 > 一 (1 H RA) 这 恰好 是 Euler 
方法 应 用 到 变换 后 的 方程 组 得 到 的 结果 。 类 似 的 结果 对 于 非 线 性 
方法 不 成 立 。 
下 面 我 们 只 讨论 数 方程 (13.30) 和 数 试验 方程 Y = 2y RIR 
类 似 于 线性 方法 ， 我 们 来 定义 方法 (13.32) 的 阶 。 作 非 线性 
Rit Ply); Ah]: 
PLYG); A] = y(t + h) — yE) — AYEI CELIE) 
— py C], (13.37) 
其 中 yU) 是 C HMR RR Wha: 满足 | ya 十 [7 GO S0., 
如 果 有 Ply); A] = OCA), WADE OR. 在 zi D 
f (13.32) 的 局 部 截断 误差 Tra 定义 为 
Pasi = Ply); A], 
其 中 9(,) 是 初 值 问题 的 真 解 。 于 是 若 y。 =U) MEADE 
(13.32) 得 到 的 Yan 将 有 
Yla) — Yny = Toon 
显然 ， 由 方法 (13.32), RE fn, 是 何 值 , 只 要 ys 一 0， 将 得 
到 yo 一 0。 因 此 , 当 解 通过 零点 时 ,方法 就 失败 了 . Ws 
察 方 巷 的 局 部 截断 误差 来 说 明 这 个 现象 。 将 PIY) Al 在 1 处 
ER ,我 们 得 到 
To BL — P9 |r, + OC), (13.38) 


这 表示 一 般 来 说 方法 的 阶 为 1. 但 当 90) = 0 Rf, Ta HAA 

系数 无 穷 大 。 这 似乎 表明 当 y, 一 0 时 ,方法 的 局 部 截断 误 美 是 无 

穷 大 。 但 实际 情况 并 不 是 这 样 。 当 方程 的 真 解 通过 零点 后 ， 数 值 

解 将 沿 着 上 轴 ， 因 此 用 展开 式 (13.38) 无 法 说 明 前 面 的 现象 。 下 

面 我 们 将 PLYG); 4] 的 分 子 和 分 母 分 别 展开 ,得 到 

[yy 一 ?7 ) 14/21 十 [yy — 3y y” 1A? /31 + OCA‘) 
y— hy 


Tass = 


(13.39) 
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显然 ,如 果 ) = 0, Tay =O), PP 之 1。 WMA Ya = 0 时， 
Tas = OCA), BIR », 0, WHEY BYE 1. mM y= 
0 时 ,方法 的 阶 为 零 , 它 是 局 部 不 相 容 的 . 正 是 这 种 局 部 不 相 容 性 ， 
导出 当 ) = 0 时 数值 解 所 出 现 的 现象 .由 此 也 可 以 看 出 ,对 于 非 
线性 方法 ，' 主 ”局 部 截断 误差 的 概念 将 导出 错误 的 结果 . 因此 这 
时 应 该 将 局 部 截断 误差 表示 成 (13.37) 的 形式 。 另外 ,可 以 看 到 非 
线性 方法 的 阶 将 依赖 于 初 值 问题 ,并 且 随 着 求解 的 过 程 而 变化 、 


$ 3.2 方法 到 


由 于 方法 《13.32) 47, 一 0 时 是 不 相 容 的 ,希望 寻找 不 具有 
这 种 现象 的 别 种 方法 。 方法 (13.32) 的 这 种 局 部 不 相 容 性 可 通过 
RRM 1(z) 一 4/(: 十 B) 的 几何 性 质 来 说 明 。 这 个 函 
数 只 当 # 为 无 穷 大 时 才 可 能 是 零 ， 即 在 它 的 水 平 渐 近 线 上 上 。 利 用 
这 部 分 曲线 进行 外 插 ， 当 然 得 到 零 解 。 于 是 我 们 游 虑 应 用 局 部 插 
(E BABY 
At+B 
t +c 
WARN +5 它 具 有 零点 ， 由 条 件 
Yori = (Casi), 1 = 0, 1,2, fagi = Una) 
消去 (13.40) 中 的 4、B8、C， 得 到 二 步 非 线性 方法 


ACY +1 — Y Xf +1 ， 
Yarz — Ven) See (13.40 ) 
+ H 2(V p41 ~ Ya) T hta 


IQ) = (13.40) 


ERIRE R E 
T y+ | | 
|+ yy} yy p++ yy 2 yy 中 十 DO 大) | 
3 2 3 3 | 


——— 
C 


F=f 


7 1 2 4)(3) 1 3 aid) 2 4 
y — ERY 一 y3 hey) + OCA‘) . 

| (13.41) 
由 (13.41) 推出 ， 如 果 多 关 0， 则 方法 的 阶 至 少 是 2。 但 是 如 果 
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Ya = Ò, Wn 关 0， 方 法 的 阶 为 零 。 因此 ， 当 解 通过 极 大 值 或 极 人 小 
值 后 时 ， 方 法 就 失败 。 这 个 事实 也 可 以 由 (13.40 ) 直接 推出 。 因 
ANS 了 取 何 值 , 只 要 有 Yan = Yas M (13.40) EH Vay Yag. 

为 考察 方法 的 稳定 性 ,将 方法 (13.40) 应 用 到 试验 方程 
y 一 4y， 得 到 | 


令 W, = Vasil Yas 给 出 


(13.43) 


应 用 下 面 的 引 理 
518131] HERR a, b, c, 满足 到 关 一 bc， 令 序列 W,， 
n = 0, 1,2,°-° -F F ERS KA H R 


aW, to ~ 如 果 W, RAR, 
cW, 


W ati 一 1 
Pi 如 果 态 ， 是 无 限 的 ， 
My | | 
Wo WẸ n ENM 
w=] 
W, WR n 是 奇数 . 
我 们 有 


ff (WoW )™’, 如 果 ”是 偶数 ， 
YoYo = H Wi = | (WoW) PW, WMR n 是 奇数 。- 


这 样 , 当 7 一 co h, ya 一 0 的 主要 条 件 为 [WW] 二 1， 即 |y/ 
Yol 二 1。 特别 ,如 果 附 加 的 起 始 值 y 是 由 梯形 法 则 得 到 的 , W= 


nin = (1+ 4 A )/( 一 78). 将 其 代 人 (13.43)， 我 们 看 
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有 
| i+ +3 
Ynt 2 
Vn 1 2 
1 一 本 4 
因此 得 到 的 方 巷 是 4 稳定 的 ， 


现在 我 们 来 讨论 方法 (13.40), 当 = 0, ye 0: 的 局 部 
不 相 容 性 。 可 以 用 讨论 插值 函数 7(o 的 几何 图 形 来 解释 这 种 现 
象 . 这 个 图 数 只 在 无 穷 大 的 * 处 才 可 能 有 斜率 为 零 、 即 在 它 的 水 
平 新 近 线 上 。 因 此 由 它 外 插 给 出 Yr = Ynte 


$3.3 FRU 


为 了 克服 方法 N 中 的 缺点 , 在 方法 中 引进 解 的 曲率 的 信息 。 
为 此 , 仍 使 用 插值 函数 (13.40) 但 要 求 它 满足 条 件 

Yari = Ini), 1 = 0,1, fa = U Cta), fa = IC), | 
其 中 fh =f (tos Ya) 是 由 对 (13.30) 中 的 微分 方程 进行 微分 所 得 
到 的 对 : 的 全 导数 .我 们 得 到 单 步 非 线性 方法 


_, 21 , ey 
nts Ie yi’ IW] + jy CD) so, (13.44) 
它 的 局 部 截断 误差 是 | 
1. rr 2 aida 3. 4 
Se ee a ie EA Je + o) (13.45) 


2y’ — hy” ieee 
如 果 yS 0， 则 方法 的 阶 至 少 为 2， 而 如 果 六 二 0， 则 方法 的 
阶 为 1. 因此 ,这 个 方法 避免 了 局 部 不 相 容 性 .注意 , BH (13.45) 


按 通 党 的 方式 展开 ,得 到 
| 一 一 了 3 ES tr o i (y Y 4 
{nti h 上 y r y | + OU ). 


当 oy, = 0 时 ,这 种 表示 式 无 效 。 
将 方法 应 用 到 试验 方程 y 一 17， 得 到 
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ZES — 


o2 


Yn+i 


AEE A REK. 


534 方法 IV. 
Ie FA ee PS 


z 十 也 fr 
I@) = FD’ (13.46) 
并 要 求 满足 条 件 
yori = Ilta) 1 = 0,1,2, fan = PUn), fn = 一 三 Cra) 
得 到 二 步 非 线性 方法 | a 
Yn 

Aya an | 一 Y) 一 4 有 一 BP — Ynsifesrs) 
4Yana Vert Va) — bysrfor th [2fnt (Ira Yal 


(13.47) 


FOI + iy’ G) + |y"@)| = 0. 
由 六 个 方法 的 局 部 截断 误差 的 表示 式 ( 太 KH, 省 路 ) 可 以 导出 方 


法 的 阶 ?为 
p>3 一 般 情形 


pe2 如 果 Y, = Yr =Q, (13.48) 
p=1 WR 7, = y, = 0, 
将 方法 (13.47) 应 用 到 试验 方程 y = 17， 并 令 W p, = yati/ Yes 
作 一 些 运 算 后 ,我 们 得 到 


Wi 一 (13.49) 
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引 理 13.1 已 不 能 应 用 到 这 个 方程 。 需 要 研究 非 线性 差分 方程 
aw, + 6 
cW, +d 
的 解 的 性 质 。 显 然 , 这 个 方程 存在 两 个 常数 解 即 Wi Ww, Beh 
W 是 特征 多 项 式 W+ (4 一 a)W 一 & 的 两 个 根 中 的 一 个 .下 
面 的 引 理 及 其 推论 将 提供 研究 《13.49) RA TR. 
引 理 13.2 ik a, b, c, d 均 是 复数 ,日 aa Bbc, ce ROM 
56320, OF] Wa, n= 0, 1, 2 由 下 面 的 规则 构成 


aW, + b . 


一 ”如果 W, 是 无 限 的 . 


Wasi = 


W ar = 


于 是 W, =W(1 +€,) 
A” Eo 


£ I e a O O 
f n—- | 5 


C > AD e + D” 
其 中 W 是 ceW? 填 (2 一 a)W 一 5 二 0 AR, A=a—cW, 
C=cW ÑD =d + cW., 
推论 对 于 n =0, 1,0, m— l1, Wo 是 有 限 的 而 WV. 
无 限 的 充分 必要 条 件 是 起 始 值 WKU + &)) 有 
— fj” 


oe T.e 
CY Am FDI 

推论 2 设 特征 多 项 式 ”cW’? 十 (4 一 a)W 一 5 FER W 
(BA) 4 = D), MI 

(i) HTRZ—A nE, W, 是 无 限 的 ; 

Gi) 如 果 对 于 某 个 正 整数 m, e, 一 —A/mC, WW, XK 
限 的 ,而 对 n&m, W, EA PRR; 

Cii) 如 果 对 任意 的 正 整 数 m，s。 志 一 4/mC， 则 对 所 有 的 
n, W, 是 有 限 的 ,和 和 


m 439 ° 


(iv) w, = fi + — 48 -| 
A + nCé, 


半分 方程 (13.49) 的 将 征 多 项 式 从 好 自 有 重 根 , 它 为 


并 日 4 一 六 局， C=1— 4}, 


现在 分 两 种 情形 来 讨论 ， 

情形 O, 假定 不 存在 正 整数 m, EBE e= 一 4/mC， 
则 Ww。 总 是 有 限 的 。 令 A 固定 , 且 Reh < 0, 则 A, Cre, HU 
均 是 固定 的 。 由 (13.50) 推 得 


IW) <K <1, 
再 由 当 ”一 oo 时 
a, oe 2° 
ete EMER N， 使 得 对 所 有 n>N, € 
AE K | 
1 Zc < WT 
于 是 由 推论 2 的 Cw), 有 
nes n 


p a 


= TT. 
< JÍ IW) < Ke" 


因此 .由于 y yn 一 定 是 有 限 的 , 当 n—> © 时 Yuan >O, 

情形 〈i)， 假 定 存在 一 个 正 整数 m, HA e 一 一 AmC, 
由 推论 2 的 G), EREE G) 中 的 N 换 成 N 一 max(N, m+ 
1)， 则 其 中 的 讨论 也 成 立 . 

综合 情形 (i) 和 Gi) 可 知 方法 (13.47) 是 4 稳定 的 。 由 于 


当 万 一 一 oo Bt, W>, 态 , 一 一 (1 十 ,一生 一 )。 因 此 广 
| | | \ NB, 


| — 
法 〈13.47) 不 是 工 稳定 的 。 
440. 


$ 3.5 方法 V 


仍 应 用 插值 函数 (13.46)， 并 要 求 满足 条 件 yey = 71449)， 
i= 0,1, h =PO), fe = 0), R =I), 得 到 方法 
Paf, + AR als 


P, + 10, 一 = RR, 


1 / 1 
1— Yn n — h*f, 一 大 

Vat y + Af 十 7 fa 十 6 
DOL + IOL + O| + 0, (13.51) 

ly’@)| + OIL + Iy” O| = 0, 

其 中 | 

P, = Vala — 2fhs Q, = Tabs — zri 

Re = 2 UP ho. 


:这 个 方法 的 局 部 截断 误差 非常 复杂 , 这 里 人 省略。 方法 (13.51) 的 
险 恰 好 与 方法 〈13.47) 的 相同 ,并 由 (13.48) 给 出 . 
将 方法 (13.51) 应 用 到 试验 方程 y 一 4y， 得 到 
1 - 
Yeu I +h 


Yn 1-2 h +2 


— h? 
6 
它 恰 好 是 。 的 (1， 2) Pade’ 近似 ， 因此 方法 是 4 稳定 的 . 事实 上 
还 是 工 稳定 的 . 
Æ [68] 中 Lambert 还 叙述 了 Runge-Kutta 时 算法。 
方法 VI (Runge-Kutta 型 ) 
Yast 一 Yn = bf (ty + hy pad it), 
Yn 一 5 hf, 


WEO + yO x 0， 
如 果 Ya œŒ 0, Mj p >2, 如 果 y= 0, M p=1, JERAM 
ER. | | 
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方法 VH (Runge-Kutta W) 
Yaca Ki 十 aKa) 
Ya — h(a, K, + d)K,)” 


K, = Ins Ya)» 


Ka = f( ta + ah, Ya + 


Yagi 7 Yna = 


QnK Yn ) 
Ya -一 AAK: > 

LIOI + iyl = o, 
E C = i ~ 一 1/24, Ca = 1/2a, d, == — d, =a — Cis 则 如 果 vam 


0, p22, mR Y= 0, p=0, WT a>, Pua LAE 


AY. 
由 上 面 列 举 的 方法 的 例子 ,所 构造 的 方法 在 解 的 特殊 所 上 Bt 
将 减低 另外 对 一 般 线 性 方程 了 一 Ay 的 稳定 性 分 析 , 尚 无 结果 ， 


$4 征 阵 分 解 方法 (系统 方法 ) 


许多 求解 常 微分 方程 初 入 问题 的 计算 方法 是 基于 经 典 的 Ta- 
ylor 展开 公式 。 将 这 蝴 开 推广 ， 得 到 矩阵 分 解 这 一 节 给 出 的 抵 
阵 分 解 的 数值 方法 对 于 常 系数 的 线性 常 微分 方程 组 是 精 殉 的 . 


$4.1 线性 系统 的 数值 求解 方法 


如 果 可 以 找到 初 值 问题 的 解析 和 解 ， 则 利用 它 我 们 可 以 建 了 并 差 
分 方程 组 ,使 得 以 任意 的 离散 步 长 这 个 解 将 精确 地 满足 这 个 组 . 
首先 考虑 非 齐 次 线性 方程 组 
xi = Arlt) + b, x(0) = x, x(4) ER”, t€ [0, T], 
| (13.52) 
(13.52) 的 解 有 形式 


x(t) = exp( 47) 4, + | exp (AT)}adr bo (13.53) 
| 


AG ME tea SPAS exp (dz) PARR BU AY eK 


° 442 > 


exp( At) = 5 Al’ A= E, (13.54) 
51 


其 中 巨 是 单位 岳 阵 ， 相 应 地 ，exp(41) 的 积分 有 表示 式 
| exp (A1)dt = > | (13.55) 

但 是 对 于 充分 大 的 : HE ALBERTA (13.54) 和 (13.55) 来 计算 exp 
(41) 及 其 积分 是 不 合理 的 ， 因 为 为 了 达到 需要 的 精度 ,必须 取 非 
HAW. AMT MEE SY. 

ASFA (13.54) 和 (13.55) ， 我 们 直接 由 公式 (13.53) 构造 一 个 
差分 方程 组 ,一步 接 一 步 计算 (13.52) 的 解 .选取 H, 对 于 IHH, 
K (13.53) 写成 


xl: + H} = exp(4t-+ AH)x, 十 | exp( Ar )drb, (1356) 
用 exp (4H) R (13.53), 并 代 人 (13.56), 得 到 
«(t+ H) = exp(AH)2(e) + | exp(Ar)arbe. 


ic i, nH, n= 0,1,2,...， (taa) = Fatis x(ty) == Kns 则 
得 到 差分 方程 
tar = exp(AH)x, + 二 exp(Ar)dtb, xnlno= Xo (13.57) 
ü 


应 用 (13.57) 时 , 可 先 将 矩阵 exp (AH), | exp (4r)dr， WAE 


exp(AH) 和 向 量 | exp(4r)drs 计算 好 ,它们 不 依赖 于 .为 


了 计算 它们 ， 可 应 用 递 推 公 式 。 设 4 一 日/2Y， 其 中 入 是 充分 大 
的 自然 数 。 计算 exp(A4)， 于 是 应 用 公式 
exp (2Ah) 一 expl Ah) exp ( Ah), 
。。。。，， (13.58) 
exp(2% Ah) = exp(2" Ah) exp(28 Ah), | 
计算 exp(dH) = exp(2%dh), AR (13.58) A] Ba RaM BER 


系 式 | 
Pki E Pi» (13.59) 
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这 里 | 

Pr = exp(2tdh), R= 0,1,2,..., N, (13.60) 
显然 pn 一 exp(4 昌 )。 这 样 ， 我 们 可 以 选取 任意 小 的 4， 使 得 
exp(Ah) 的 展开 式 (13.54) 用 很 少 的 几 项 就 能 达到 任意 要 求 的 精 


BE. B 


Po = exp(dh) S E + Ah + +++ + aw, (13.61) 
r! 


然后 应 用 递 推 关系 式 (13.59) 确定 (4H). 现在 来 建立 计算 
Fa 
Oy = |" exp(Ar)dr 
的 递 推 关系 式 。 先 证 明 下 面 的 公式 
| exp(4r)dr 一 (EE 十 exp(Ah)) | exp(At)dr, (13.62) 
事实 上 ,有 
(E + exp(Ah)) | exp(Ar)dr 


À h l | 
= | exp(Ar)dr + | exp(Ah + Ar)dt — 
0 0 
h 2h 
= | exp (AT )drt + | exp(Ar)dr 
lo h 
exp(4r]dr。 | = (13.63) 


(13.62) 可 以 写成 形式 , | 
P gst = DCE + Pr)s | (13.64) 

其 中 A 

p, = | exp(Ar)dr, R=0,1,+°-,N, (13.65) 

而 pk 仍 由 (13.60) 给 出 。 由 (13.54) 和 (13.55) 得 出 等 式 

 exp(244h) = op, = E+ A9,=E+ 4 f” exp (AT )dt. 
(13.66) 

利用 这 个 等 式 可 将 天 系 式 〈13.64) 变换 成 
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Du = ©,(2E + A®,), (13.67) 
这 样 的 ©, 的 计算 与 ok AX. 

为 了 减少 求解 (13.52) 时 的 运算 次 数 ,我们 不 用 Bn， 而 直接 
建立 向 量 


2 大 万 
g= | exp(Ar)drb=©,b, R=O,1,+++,N (13.68) 
0 


的 递 推 关系 式 . 因为 矩阵 Bk 和 E+ px 对 乘法 是 可 交换 的 ,由 
(13.64) 和 (13.68), 有 
Sra 一 (E + Pi) Sno (13.69) 
RAK (13.69) 应 该 与 (13.59) 一 起 递 推 。 
对 于 充分 小 的 4， BUF C361), 为 了 计算 Bo, REAR 
开 式 (13.55) 的 很 少 几 项 ， 
Ah A” tp! 


o= |" optar xa (EAE rE), 
(13.70) 
由 差分 方程 (13.57) 及 递 推 关系 式 (13.59) 7 (13.69) 可 得 
到 (13.52) 的 解 的 递 推 式 
z(nH + H) = fnz(nH) + gn, n = 0,1,°°+, H = 2°h 
(13.71) 
为 了 看 出 格式 (13.71) 的 优越 性 , 由 四 项 Taylor 展开 式 ， 构 造 区 
间 (0,7) 上 的 差分 方程 


3 474 
(nh +h) = (B+ ab + EE Phy + EZ) ooh) 


6 
244 433 
+h(E+ 2242 44%); 
2 6 24 
= Pyz(nh) + Pab = Gor (nh) + fos (13.72) 


选取 如 使 其 能 保证 适当 的 精度 。 格 式 (13.72) 相应 于 四 阶 Runge- 
Kutta 方法 .对 于 刚性 方程 ,4 取得 很 小 ,因而 T/A 很 大 (假定 T/h 
EO. MARA (13.72) 需要 ik 个 矩阵 和 向 量 的 乘法 : 而 
应 用 格式 (13.71) 仅 需 要 | 

T/H =2T Íh 
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个 矩阵 与 向 量 的 有 乘法， 县 利用 (13.59) 和 (13.69) 计算 Gy 和 By 
的 N(m +1) 个 这 样 的 运往 , 其 中 mm 是 (13.52) 的 维 数 。 这 里 为 
了 简单 起 见 , 不 考虑 (13.71) 和 (13,72) 中 向 量 加 法 及 计算 @ M 
& 中 的 运算 ， 为 了 方便 , 取 
T/h= 2", m+1l=25, N=8, 

则 格式 (13.72) 的 运算 量 是 (13.71) 的 27 倍 ， 

格式 (13.71) 中 的 离散 步 长 H = 2Mh 可 以 任意 大 ,而 为 了 保 
证 精度 ，4 应 取得 适当 小 。 下 面 再 详细 说 明 用 格式 (13.71) 的 计 
算 过 程 . 

LIRA EA KH RN BER A= H/2* HON. MF 
刚 柱 方程 (13.52) 到 


A | 13.73 
<a (13-73) 


其 中 jal ERRERA. 如 果 (13. 52) 不 是 刚性 的 ， 则 A 选 成 
满足 下 式 
h & vit (13.74) 

2. 利用 公式 (13.70) 计算 OG, Hea > 取得 不 超过 4, WE 
性 方程 取 > 一 2 就 可 以 了 

3. 由 Øo ZAA (13.66) M (13.68) 计算 Po 和 A. 

4. 由 和 和 g BRAR (13.59) 和 (13.69) 计算 P 和 
e AA 13.59) 和 (13.69) WAN eR, | 

5. 利用 Ps 和 gw， 按 格式 (13.71) 计算 (13.52) 的 近似 解 。 

6. 检验 得 到 的 解 的 精度 。 可 以 将 和 缩小 一 倍 , 进 行 计算 ,将 计 
算 结 果 进 行 比较 ， 

实际 计算 表 表 应 用 (13.59)， (13. 64) AN (13.69) 求解 微分 方程 
组 的 算法 对 计算 误差 的 敏感 性 比 应 用 公式 (13.67) 的 算法 要 小 . 
这 现象 是 因为 (13.67) 中 应 用 了 与 矩阵 4 的 乘法 ， 而 比 起 Fk 来 
绰 阵 4 具有 相当 大 的 元 秦 ， 因此 对 于 高 阶 的 矩阵 及 太 大 的 NN 应 用 
(13.67) 是 不 合理 的 ， 
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下 面 考虑 求解 形式 为 
= = Ax + g(t), gl) E C40, Tl, +(0) = x 
| (13.75) 
的 方程 的 方法 。 类似 (13.57), BS (13.75) 的 解 可 写成 
xz + H) = expl AH) + \" exp(AH — Ar)g(z2 + 1)dr. 
(13.76) 
引进 离散 值 一 9H, 假定 对 于 选 定 的 已 和 每 一 个 值 和, 向 
RHR gls tr) 可 以 以 充分 高 的 精度 表示 成 寡 次 多 项 式 
g(t, +t) = >) Mlt, 二 + ret.) r, H), 


(13.77) 
其 中 r,(g8(1s),T, H) 是 展开 式 的 余 项 。 
将 (13.77) 代 人 《13.76) ,得 到 
x(t, + H) = exp(d4H)x(z,) 
+ > |" exp (AH — Ar) = dtM,(ta, H) 


Y =0 


H 
+ | exp(AH — At)r,(e(t,), t,H)dr, (13.78) 
0 a 


ie 

H T | 
Pyrat = | exp{ 4H -一 AT) T aT, yY == 0, 1,- E 
Jo Y! 
vád — i, 
略 去 公式 〈13.78) 中 的 余 项 
| exp( AH — AT)r,(g(1s), t, H)dr, 
得 到 近似 盖 分 方程 


Zax 一 exp(AH)z, + ` Ön, riM(ts, H), (13.79) 
r=0 


为 了 用 (13.79) RE, AIEEE. Orra MESUR 
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法 给 出 D y = xy.. ig 
kh y 
® p41 = | exp(244h — Ar) — dr, y =0, l,e., 
0 y! 
k = 0, 1, N; H = 2%h, 
E | (13.80) 
应 用 关于 卷 积 的 公式 
| pt — Dede = | po 一 Dar， 
可 以 将 (13.80) 写成 形式 
k Y k AN 
| exp(24Ah — Ar) 工 _dr = | exp(Ar) (Qh) oe 
9 Ea | | YT! 9 Y! 


akh Ti ry 
= | at, | dT” . | exp (Atria) at rai, (13.81) 
0 0 


0 


FORE Dera TETRA (7 十 1) ERD. WAA (13.54) 积 
分 (7 十 1) 次 ,得 到 和 矩阵 指数 的 Y 十 1 BRODRRA 


2Kh ct 
Py ras == | exp (A2kf — Ar) 一 一 一 at 
0 YT 
加 2 (2R HtA” 
| amo (Y #14)!" 
利用 级 数 (13.82), 由 归纳 法 ,容易 证 明 公式 
RENT 
Par = AP gry, + EDL E; y= 0, 1,°++, v; 
7?! | 


(13.82) 


k=0, 1,-+°N. (13.83) 
Aid Pe =O, WY 7 二 0 由 (13.83) 推 得 (13.66)， 利 用 
(13.66) 和 (13.59), 可 以 得 到 (13.67) 按照 (13.83), 公式 (13.66) 
改写 成 | | 
Do = AD, +E, (13.84) 
利用 A+ 1 时 的 (13.84), 应 用 (13.59) ,再 用 (13.84), 有 
O (ABa + EVA, + E) = APum+E (13.85) 
或 者 
249, + ADAP, = AD i, (13.86) 
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因为 (13.86) 对 于 任意 和 矩阵 4 均 成 立 , 则 由 (13.86) 推出 (13.67), 
现在 来 求 Bi 的 递 推 关 系 式 .利用 7 一 1 时 的 公式 (13.83), 
有 
Dı = AD; + IKE, 7 (13.87) 
应 用 由 Bi 得 到 Oun 的 公式 (13.67), BAH (13.87) 得 到 
(AD, + 2AEQ(QE + AP, + 2*hA) 
= AD + UAE, (13.88) 
(13.88) SER 4 HRI HAIER AR 
da = ®,,(2E 十 24h A + A'D) + RE, (13.89) 
k=0, 1,- N 一 上 
为 了 减 小 计算 Ove 时 舍 人 误差 的 影响 ,最 好 将 (13.89) 改写 
成 不 显 含 矩阵 4 和 A? 的 公式 ， 为 此 ， 应 用 (13.87) 和 (13.84)， 
将 (13.89) 变换 成 形式 
Pran = PIa2E + AD, + 2*hA) + PAPE 
= ,(2E + A®,,) + (Oy, — BE) 2th + PARE 
= P(E + Dro) + 24D, R= 0, 1 N1, 
| | (13.90) 
这 样 ,在 按 递 推 公式 | 
Dry = Oral E + Dro) +2 AP: (13.91) 
递 推 地 计算 Bn。 时， 必须 同时 按 公式 (13.59) 和 (13.64) 计算 
Øy. 和 Dn. oo | 四 
应 用 (13.83), 由 数学 归纳 法 可 以 得 到 确定 Ovr BBA 
式 


A%(2% 
Oyu, y+ “一 DL, T+ $ > rouy + ame, set 


人 a! 
(CAD 6 2kh yr time 46-4 
(13.92) . 
在 实际 计算 vir 时 ， 最 好 从 公式 (13.92) 中 消去 矩阵 4 及 
其 寡 次 ,同时 计算 Pros Ons?’ Ov, A T RDR E Dorsis 


© 449 4 


可 以 利用 和 


8 hrtita ga 


$$$ = nrs O =l, 2,1., (13.93) 
aco (Y +1 +ø)! 
并 且 对 于 出 性 方程 , 4 由 《13.73) 来 选取 .而 对 于 非 出 性 方程 ,4 
由 (13.74) KÆR. 
ete) 的 另外 一 种 近似 方式 是 构造 线性 微分 方程 组 
pa = pu) + c, u(0) = t, ult) € R™ 


使 有 

g(t) 一 Do 十 5 十 7C8CD)， 
其 中 r(g(e)) 是 近似 的 余 项 ;D 是 mX m PE, HE ra), 
得 到 线性 微分 方程 组 


ila = Ax(t) + Du(t) + b, x*(0) = x, (13.94) 
du) 一 pult) +c, u(0) = ty, 
| at 
对 这 个 方程 组 ， 可 以 应 用 方法 (13.72)。 另外, (13.94) HARB 
阵 是 拟 三 角形 的 。 在 实际 计算 时 ， 利 用 这 一 点 可 节省 计算 量 及 存 
CH, 

现在 考虑 变 系数 矩阵 的 微分 方程 组 

= = A(r)x + glt), Cti) = ty. . (13.95) 

假定 对 于 充分 小 的 en HM AG) 满足 

JAC) 一 Agll Sen, a Lt Lt +H, A, = BA. 
与 以 前 一 样 ,假定 在 每 个 区 间 lts ts, + H, BRR ele 能 
用 宪 多 项 式 很 好 近似 ， 有 差分 方程 


ny = exp (A,H,) Zn 


» rH, T 
十 > | exp(4,H, — Ant) T dr Mr(1s, H n). 
Y =0 


| (13.96) 
它 的 矩阵 系数 每 一 步 是 变化 的 。 在 这 种 情形 ， 若 用 前 面 考虑 的 算 
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法 玉 销 定 这 些 系数 插 了 中， 需要 非常 多 的 运算 量 。 所 以 下 面 用 另外 
一 种 方式 来 确定 差分 方程 (13.96) 中 的 矩阵 系数 。 为 了 近似 矩阵 
指数 ,应 用 下 面 的 构造 
exp(4,H,) > P(A,, Ha) 
= (E — aA, Hp) (E — PAH, ++: 

+ (—1) 84L HE), 1 = 1, 2,-++, (13.97) 
年 阵 指数 的 7 十 1 BARS ABER PralAas Ho KB, 5 
(13. 83) SOY ,根据 《13.97) , A EEA 


P, (AeH, ) = A saPrri(A,, H,) 十 aE, . (13.98) 


Y=0,°---,vtl, 
利用 这 些 代 换 后 差分 方程， (13.96) 换 成 近似 差分 方程 
Ža = P(A,, Hy)2n 十 > Pralna, H,)Mr(as Hn), 


(13.99) 
为 了 选取 (13.97) 右边 的 自由 参数 wc 和 6;， 首 先 要 求 它 满足 
pel 个 条 件 | 


~, yk 
> -一 一 P(t) 
RE RĜ! 1 
lim a GD? s= OQ, l,e <l, 
E | (13.100) 
_4¥yi-! 1-1 
其 中 pole) 一 人 He (13.100) 


表示 有 理 分 式 函数 Pile) MBB SIM op) 的 > 二 1 
项 Taylor 公式 是 一 致 的 。 除 条 件 (13.100) 外 ， 余 下 的 自由 参数 
可 选 成 极 小 化 问题 


min max |exp(—i) 一 Po(—/)|,i=1,2,...,1—1 
Casp t€ {0,%) 


(13.101) 
例如 , 取 f= 2, v = 0, R (13.97), (13.98) F (13.100). 
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我 们 有 单 参数 构造 (= 0) 
exp (4,H,) = P(A,, Ha) 
= (E — aA, HOLE — (2a — 1)4,H,] 
(13.102) 
和 


Hn 
| exp(A,r)dtr ~ P,(A,, Hp) 
nat 


= HCE — a4, H, P(E — owAH,). (13.103) 
Xt (13.102) ÆI (13.103) RA HE (13.99), 有 
(E 一 QA, H, ena: 
= (E — (2a — 1)H,A.)ž», + HE 
— AnH, )Mo(tesHn). (13.104) 
参数 4 可 以 由 解 问题 (13.101) 


| i + (2a — 1): 
in m exp(—2) 一 -—— ~ a 
va te oo | x*p(—t) 1 + 2at + æt 


得 到 ， 由 (13.105) 得 到 的 a ~ 0.394， 而 误差 不 超过 0.047 C> 
0). 


4 a= 二 0.333 时 ， 差 分 方程 (13.104) 等 价 于 下 面 的 格 
RO 


(13.105) 


Zn = Za 十 2 REPERTA + f(z.)), 


a H, 
EnH Enp 十 3 Lf lens) 十 LERTO RF 
l (13.106) 


Patt == = (zt + Fass) 

f(z) = Anz + Moltas H,), 

这 时 PG) 近似 exp) 的 误差 是 0.126。 BRA (13.106) 中 的 

A fa) Snt+273 和 zans 格式 (13.106) 就 变 成 (13.104) 的 形式 ， 

”应 用 Rosenbrock 的 二 阶 方法 恰好 对 应 于 a = 0.293 的 方程 
【《13.104)。 这 时 近似 的 最 大 误差 为 0.207。 
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$4.2 EEDD 
lick 
= f(t, x), f(t, x) € CHT), xE R”, x(t) = x 


(13.107) 
(OE ARR f(1, x) 定义 的 区 域 T 对 * 是 号 的 .引进 变量 :的 
离散 什 z 
tn 一 + 之 Hy, Hi > 0, (13.108) 
这 里 aa n 是 整数 ， 由 Newton- Leibnitz 公式 ， 可 得 i 
xla) 一 x(a) 十 \" "gr 


= x(t, y+ (" "te} dr, (13.109) 


OFF ppi 


引进 充分 光滑 的 非 奇 矩阵 Par) (O0<1t<dH,), 这 里 足 标 n n 表 
示 每 一 个 离散 步 par) 可 以 是 不 一 样 的 ， 将 (13.109) 记 成 形式 


tor) — Cn) 一 | pii(r) palr) 人 dr = 0, 
43.110) 

ie CE PaT) 使 得 pa*(7z) 容 易 积 分 ， 并 且 在 ts 的 邻 域 中 ， 
ep p(t) as(o) (13.111) 


dp | P= 7 十 1 一 7 


与 7 的 有 限 次 多 项 式 相 差 很 小 ， 对 (13.110) 进行 分 部 积分 , HE 
一 些 运 算 后 ,得 到 , | oe 
A — xhin) — e pa (n)dan 十 Cn | pan(H,) 


Ms adxUy) 


at 


7 | i pa'(n)dq + valle (7) ne). 


— tale) dx(e)] 


dt, 13.112 
dr dp ( ) 


Ply 十 1 一 站 
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在 公式 (13.112) 中 ,矩阵 C, EERI, ETRAF n. EE polr) 
和 C， 的 各 种 不 同 的 选取 ， 将 得 到 各 种 不 同 的 公式 。 例如 ， 取 
p(T) =E, $R (13.112) 有 形式 


xi — x(t) — (HLE + C,) ut) +C, CE 
4 ý 


== | (Er + C) e oe dt (13.113) 


PFE yt 


将 (13.113) 的 右边 略 去 ， = Cn = 0 时 ,得 到 Euler 方法 ， 当 

C, 一 一 HsB 时 ,得 到 向 后 Euler 方法 ,而 当 C。= 一 3 E 时 ， 

得 到 梯形 公式 。 
HAR (13.112) 炙 续 进行 分 部 积分 , 我 们 可 以 得 到 非常 复杂 


的 广义 Taylor 公式 , 称 这 个 公式 为 矩阵 分 解 式 。 
取 ws(r) 为 exp(4ir)， 则 公式 (13.112) 取 下 面 的 等 式 


alima) = lia) — ||" pl A Arr)dr 


+ C,exp(4 He) | dalta). +C, dx (tas) 
at at . 


Ha [Ct 
= | | exp(A,t — A,n)dn + C,exp(4,7T) 
Jo Ljo | 


x [Ee 一 4 Ca | dr. (13.114) 


do’ n do pt nr 
iC, 一 0， 则 恒等式 (人 13.114) 可 简化 ,并 改写 成 形式 
x(tnti) — xta) 一 \" exp(A gr dr Ua) 
0 dt 


Hp t 2 | i 
-| | exp (Aan) an [2 — A, iese) 
o Jo do’ dp 


aT , 


PSF nyat 


(13.115) 
路 去 (13,115) 的 右边 部 分 ， 我 们 得 到 数值 积分 的 显 式 方法 


(Hp 
Zanti T En T | exp{( dsr)dr f(a, Za) = 0,27, 一 z(a). 
g 
(13.116) 
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现在 证 明 ， 如 果 方 法 《13.116) 中 的 矩阵 系数 是 计算 精确 的 ， 
则 方法 (13.116) 将 给 出 方程 


tT) Ax (ta + 1) + by, 0<r<hH,, (3.117) 
r 


当 e= H, 时 的 精确 解 ， 为 此 ， 将 (13.117) 的 右边 部 分 代入 
(13.116). 根据 (13.66), RITE 


Zy 一 z 一 他 exp( Arr) dr (Asan + E n) 
"i 


= 2,.,—exp(4,H,)2, — |" exp(A,r)drb, = 0, 

oe : (13.118) 

比较 (13.117) A (13.118), 知 它们 是 重合 的 . 四 

当 4, 一 0 了 时 ,方法 (13.116) 为 Euer HR, 它 对 于 常 向 量 

的 积分 是 精确 的 。 这样 ,在 方法 (13:116) 中 选取 矩阵 4, 可 提高 方 

法 的 精度 或 增 大 步 长 Ha PRA A, 的 选取 问题 。 设 (13.107) 
是 自 守 系统 


< 一 flx), rl) = xo (13.119) 
考虑 它 的 变形 
dx) _ Of(%) dx) (13:120) 
Ai? Ox dt 


(13.119) JERE rC) = x(t, to, ro) 上 的 dxe@)/d 的 方程 ， 
并 利用 Cauchy ERE dx/ dz 写成 
| dx _ dx (ty) 
了 KG, to) 一 一 rr (13.121) 


其 中 KG, to), 满足 微分 方程 
SBM te). ~ AE) klat), Kloss) 一 E, (13.122) 


Or 
利用 Cauchy 和 矩阵 的 性 质 , 有 
| dra tT) 一 Kt, FT, tp) dx (tn) , (13.123) 
dr di 


积分 (13.123), 得 到 
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elt, + Hn) = rlen) + |" K (tears inde ake} . (13.124) 


因此 ,如 果 选 取 离 散步 长 He 有 估计 
|" K Cnt ta ) at | exp(4,r)dr | <s, (13.125) ` 


其 中 8 为 充分 小 的 数 ,|| | 为 所 采用 的 矩阵 模 , 则 用 方法 (13.116) 
求解 (13.119) 时 将 有 高 的 精度 ， 由 此 推 得 矩阵 4， 可 以 取 成 为 
在 离散 步 内 某 个 + 值 上 的 Jacobi 矩阵 . 通常 取 r= 0. 

矩阵 .4。 取 成 为 微分 方程 组 的 :Tacobi 矩阵 的 方法 (13.116) 
称 作 系统 拆 线 法 。 现在 建立 用 方法 (13.116) 求解 (13.107) 得 到 
的 近似 解 的 误差 方程 . 假定 近似 解 在 (13.107) 的 精确 解 的 存在 区 


LH Syt+ CCX — tg) 


RH (GCG). ic | 
Es = E(1») == selta) — oe) == *n E Zn 
应 用 等 式 四 
Fns Xn) — Flas Za) = 人 St) x) a dp(x 2,) 


(13.126) 
H (13.115) 减 去 (13.116), 对 误差 se。 有 差分 方程 


Catt 一 |E + | exp(4 lar) ORs pe dp |e, 


+ E exp (Ann) dn | A, | at, 
(13.127) 
BZ FA (13.66), 它 可 以 变换 成 形式 


Hy | 1 ` | 
Egt: => | exp (.4,H,) 十 | exp (A,T )dt | Was e E pea) dp 
0 0 Zn 
| rr ` a S 
— A, |e. + | | exp(/As1) a [e 
9 Jo dp 
— A, ee) dr. | (13.128) 


dp 
当 A, 一 0 时 , 方程 (13,127) 和 (13,128) Æ Euler 方法 
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1 一 


的 误差 同 量 的 差分 方程 
Ep 一 ( E +H, | ONtns za an pen) dp )es 


0 


adr, (13.129) 


Piny 


十 | 了 d’x(p) 
0 dp’ 


其 中 e, 表示 用 Euler 方法 的 误差 向 量 ， / 
设 向 量 模 取 为 lenll = suples |. 并 取 与 这 个 模 一 致 的 矩阵 


模 . 对 于 具有 实 元 素 Biin HJA BE Ans 计算 对 数 模 


|4, = R, = sup ai + > | ai kn | ) (13.130) 
利用 对 数 模 ,可 得 到 估计 ` 
llexp (4,H,)|| < exp(R,H,), 
| | exp( 4,1 )dr 
| | | exp (Asn) dnar | < | | exp(Ran)dadr, 


对 于 (13.107) 的 特 解 引 入 数 ans Bas Yas Oa Kit BEA 
HERR, | 


Ha | 
< | exp(R,1r)dr, (13.131) 
0 


< ans 


| Of(tas%n + p&p) dp — A 
0 Oz, gi 
| a trz ED 4, <e 03.132) 
Ox a n n 3 * 一 
ft rs Ut HDI S ras |t + cs, 
5 i o 
Px(t) _ Ofle, x) dx , Ofl, x) 
de? Gx dt or” (13.133) 
得 到 估计 


es <|exp(RaHla) + aa)" exp (Ror)ar | lea 
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+ (By, + Òn) I, l | exp(R,n)dqdr, (13.134). 
现在 考虑 一 些 特殊 情 形 。 对 于 R。 = 0, -我们 有 估计 


lena << + Cat, MICA (13.135) 


在 0 入 一 R, <o 的 情形 ， 也 可 以 用 公式 (13 135) KEW AR 
认为 Rk, = 0. 对 于 一 R, Say, MUAH | 


exp(R,H,) + (exp(R,H,) 一 1) i <1, (13.136) 


n 


AI, RAITA ATTA 


ig | < le, + EPCRaHa) — 1 — Raby 


2 
77 


(Pp,Ys + 3); 
(13.137) 
对 于 R, Sa, 或 者 a, >R, > 0 的 情形 , 应 用 估计 式 《13.134) 
是 合理 的 . / : 
在 上 面 的 估计 中 ,我 们 没有 考虑 到 计算 矩阵 参数 


Ha 
| exp (A,T) dr 
0 


的 误差 。 但 是 下 面 的 例子 说 明 ， 即 使 是 这 种 十 分 粗糙 的 估计 也 可 
以 看 出 系统 方法 (13.116) 求解 刚性 方程 时 相对 于 Euler 方法 的 
优越 性 ， 

Bl 13.2. 考虑 刚性 方程 


a) 
Ox ow — 501r” + 500r, 
(2) 
dx _ 一 500x4 一 5012, 
dt 


应 用 系统 方法 (13.116) 求解 . 不 取 它 的 Jacobi 矩阵 作为 Ans M 
取 它 的 粗糙 的 近似 值 
(e oo 其 特征 值 为 一 1001, 一 1 
500 一 505 
这 时 , RIIS R, = R =—5, GHea~4, 7 一 1， 则 利用 误差 
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估计 公式 (13.137), 进行 一 个 步 长 的 误差 有 
exp(—5H)—1+5H, 
25 


当 H= 0.1, lell = 0.01 时 ,llesll < 0.03, 
现在 来 建立 隐 式 系统 折线 方法 ， 在 公式 (13.114) 中 选取 
C, = 一 | exp(—A,tT)dr, (13.138) 
fe C, WIKRE FBS (13.114) 的 右边 部 分 ,得 到 
n+l 一 Zr 一 | exp(—A,r)dt fltatis Zann) 一 0。 (13.139) 
但 是 对 于 刚性 系统 , (13.139) 中 的 矩阵 系数 计算 不 准 ， 由 此 我 们 
将 其 变换 成 别 种 形式 。 将 (13.139) RE exp(4,H,)， 加 上 和 减 


去 Tni+l — 名 23 则 我 们 得 到 
EnH T By 一 [ exp (4,H,) — EV (tga: ~~ Za) 


e| < Ileol + 


一 | exp(4,H, — 47T)drj 一 0。 
HAAA (13.66), RITA 
ana — n — |" exp (Aur )dr {fn — Aalena = He} = 0, 
(13.140) 


为 了 与 显 式 方法 (13.116) 形式 上 的 一 致 性 ,将 公式 〈13.140) 变换 
成 形式 


Hy 
nti T Za | exp( A,„r)dt tts, Zn) 
g 


— \" exp( 4,7 )dt[fCaas, Zn+1) fn, Zn) 


— Asl Zn — 2n)] = 0, (13.141) 
为 了 求解 非 线性 方程 (13.141) ， 只 要 应 用 简单 近代 方法 。 K 
始 近似 可 以 用 由 方法 (13.116) 得 到 的 向 量 。 方法 (13.116) 和 
(13.141) 的 误差 分 析 表 明 , 几乎 处 处 《13.116) 的 误差 与 (13.141) 
的 误差 符号 上 是 相反 的 ,并 且 在 很 多 情形 与 离散 步 长 成 比例 ,至 少 
在 边界 层 以 外 是 这 样 的 。 因此、 一 方面 可 以 用 二 个 步 长 的 计算 来 
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检验 结果 的 精度 , 另 一 方面 可 以 构造 比方 法 (13.116) 和 (13.141) 
更 为 精确 的 方法 。 

事实 上 , 设 用 步 长 Hn 由 方法 (13. 10) 得 到 的 向 量 为 Pln + 
H,) 

aUn + H,) = 2(4,) + +" exp (Asr J dr f(s, 2U,)). 
(13.142) 
这 里 Me 假定 是 精确 信 ， - 


到 同 量 


las n) zi ) 十 f(t,, z(t, wot “ep dere, 


由 此 ， 我 们 得 到 o 
2z(1, + H,) = z(t) + 1” exp(A,T )ar 


H, Hayz | 
x | fa + ( ta + pk Za 十 | exp(A,t)dt i.)). : 
0 d A 


(13.143) 

现在 假定 (13. 143) 中 的 误差 是 (13.142) 中 的 误差 的 一 半 . 作 

[ra] E 
| z(t, +H.) = 2z(, + Ha) — Z(t, + H,), (13.144) 
则 向 量 z(t, + H,) 中 的 误差 比 Un + H.) 和 zlet H) 中 
的 均 要 小 ， 将 公式 (13.143) 和 (13.142) 代 人 (13.144) ， 并 考虑 


“Ms N 5: H, \\ (Pra Oo 
| exp(4,7)dt = E 十 exp (4, | exp(4 7r)CT， 
20 a . a v . 和 


a` 460 s` 


i E 


yr 


SO PE -s 


exp ( 


得 到 新 的 差分 格式 


BG +H n) == Zlin) 十 h n/a exp (Ayr) dr [a(n + B, z(t.) 
af” aol, tar G, a) > 
_. \ exp (4, r)dr 4 人 pn za) |. E a3 145) 


不 难 验 证 ， 方 法 (13.145) 对 于 求解 方程 (13.117) 是 精确 的 . 当 
A, 一 0 时 , 它 退 化 成 二 阶 Runge-Kutta 方法 . 因此 ,方法 (13.145) 
称 作 是 二 阶 系统 方 法 . 
BR 4, 为 离散 步 长 H, 区 间 上 (13.107) 的 Jacobi 矩阵 的 
近似 ,利用 sp (48,) 及 其 积分 可 以 引进 系统 方法 类 当 4, 一 
0 时 ,它们 退化 成 对 应 阶 的 经 典 方法 ， 构造 的 系统 方法 应 该 满足 
下 面 的 条 件 

1) 如 果 4。 一 0， Bl» RAGE RU. (—1) Bret 
数 多 项 式 是 精确 的 . 

+2). ERD WRATEN ERED (13. 117) 是 精确 的 。 

一 类 系统 方法 可 以 用 下 面 的 方式 来 构造 .对 恒等式 分 部 积分 
一 并 次, 我 们 得 到 下 面 的 是 阵 分 解 式 GOX Taylor 公式 ) 


Uni) — 20 ") ch exp(4, t)de debe) | 


=f ena fd) 


o —|" |” . . 下 exp (Anr )dt je | | 


aie 


Hy, (F Ty r 了 vt 
四 | | | o | | exp( Asri) dar: . dt, k | x(p) 
0 | a 


9 0 So dp” ™ 


— A, eC) | dr, a (13.146) 
dp” P=E nga F Eas , 


* Teh 


BA, 如 果 令 An 0, 由 (13 93) 得 到 Taylor AR. 


略 去 (13.146) 的 右边 部 分 , 得到， 阶 的 系统 方法 ， 利用 等 式 


Hy (th T4 
| | .. |" exp (4, 2 aT, 
0 0 


0 
， | 


-| exp (Aas — — Agr DIE “see (13.147) 


可 以 将 EERE SR Be HITZ | | | 
| (rn) 一 alta) 一 | wip( 4,H, 一 Ayr yar Ee) 


E B > f exp(4,H,. — Aut) Gat 
 REBIE AA HE 
oer) = Aarls + r) + > ner 
0<r<A,, (13.1499) 


其 中 A, A giw 不 依赖 于 r, WERE 4 的 指数 ,方法 (13.148) 
将 给 出 (13.149) 的 精确 解 ， 因 而 它 是 > 阶 的 系统 方法 。 

按照 系统 方法 的 定义 ， 它 们 至 少 对 于 » = 1 的 方程 (13.149) 
是 精确 的 ,因此 方程 (13.148) 具有 更 大 的 精确 方程 的 范围 . 

当 v 一 2 时 ,经 常 取 下 面 形 式 的 方法 (13.148) 


sen fal Bee = 


Hy, (f | Of Of | 
~ dydt 一 一 一 . 
| | exp( 5 n | nat 可 0 (13.150) 


Jo Jo 


Ofn Oflis, zn), Ofr -8 Za) 
Oz. Oz Or Or ° 


(13.150) HAS Aa ARG HA $4,1 RET 而 篇 导数 OF, /091 
可 以 由 近似 却 
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-m ae .. OF eb 


人 


H, Ofn 
Of 


~ Hass Za) — Fas Zn) 
Kirk, 
$5 线性 多 步 平 均 算 法 


Dahlquist“? 建议 的 以 不 同 的 步 长 用 梯形 方法 进行 积分 , 然后 
用 Richardson 整体 外 播 ,可 得 到 4 稳定 的 高 阶 数 值 积分 方法 . 这 种 
方 靶 采用 了 平 温 过 程 后 是 有 效 的 。 但 它 有 一 个 缺点 ， 只 在 基本 操 
上 进行 外 插 ， 而 在 基本 点 以 外 的 节点 上 的 计算 结果 在 外 插 过 程 中 
是 没有 用 的 。 这 似乎 是 一 种 浪费 ， 事 实 上 ,在 上 述 的 计算 过 程 中 ， 
积分 方法 是 固定 的 ， 步 长 作为 一 个 可 变 参 数 , 而 Richardson 外 插 
可 以 看 成 为 对 不 同 参数 ( 步 长 ) 的 计算 结果 的 某 种 平均 过 程 ， 从 而 
得 到 高 阶 的 计算 结果 .为 了 克服 上 面 提 到 的 缺点 ,可 以 将 积分 步 长 
国定 ,而 在 保持 4 稳定 的 条 件 下 设 读 在 方法 中 引进 可 变 参 数 ,然后 
以 固定 的 步 长 而 用 不 同 的 参数 的 方法 进行 积分 ， 最 后 将 积分 结果 
进行 某 种 平均 来 得 到 高 阶 的 结果 .这 就 是 Liniger 和 Odeh”” 1972 


年 提出 的 方法 的 基本 思想 。 本 节 主 要 讨论 Adams 型 线性 多 步 平 
均 算法 . 
考虑 求解 常 微 分 方程 初 值 问题 
y =fly), y(0) = y. (13.151) 


设 (12.151 ) 的 精确 解 y(z) 是 在 上 人 0 上 的 无 限 连续 可 微 函数 ， 蓄 
E Adams AURUARHE & AE 
k—1 
Yny Ja = Al etas + — ofa + Y` (b? — Vh), 


(13.152) 
其 中 V BS ] 阶 的 向 后 差分 算 子 , Vin 一 一 i, X (13.152), 
引进 一 个 算 子 | 
Q = A— AD | A+ i+ 5 (b* 一 evil, (13.153) 
| j=l 
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a 
ds 

现在 用 下 面 的 方式 来 确定 算 子 2 的 精度 阶 。 将 函数 y(z) È 
其 差分 在 t= t, 处 展开 ,并 用 记号 ”全 “表示 具有 误差 Ok) 的 
cS. ALLA 


其 中 A 是 一 阶 癌 前 差分 算 子 ， Afs = fast — fas D = 


A ~ > (i1) 14D)’, (13.154) 


Ws > 7 (AD), (13.155) 


其 中 77 是 形式 乘法 
(po-1Lp+t 
T 
ABO TTY BR. 将 (13.154), (13. 155) 代入 (13.153), 我 
们 得 到 


1 i , 
D=) = Dit o, 
3 


, 
Q ~ > (AD), (13.156) 
其 中 
f 一 
v; = (i1) SS) Yis 70%, 2<i< kh, (13.157) 


H sn 与 参数 bă 之 间 的 关系 式 (13.157) 与 参数 c EK. AUR 
(13.152) 或 (13.153) 那样 引进 参数 “ 将 不 影响 精度 阶 , 而 只 影响 
方法 的 稳定 性 ， 

在 (13.156) DBA n = p = +.. = vp = 0, WT 0 具有 
精度 阶 P Æ v0， 则 算 子 2 的 精度 阶 为 I。 相应 地 方法 
(13.152) 具有 阶 2 或 1， ae 

对 于 所 有 i 有 7i; 一 1， 再 由 (13.157) 中 OF 的 系数 矩阵 是 
三 角形 定 阵 ， 对 任意 给 定 的 yg， 的 组 ， 可 以 唯一 地 解 出 br, 
别 对 任意 的 _ 如，2 委 加 委 4， 我 们 总 可 以 选取 常数 br, ERA 
y= 0, t= 2,.…, 了、 这 时 算 子 0 将 有 精度 阶 P. FS bi X 
使 (13.157) 中 的 所 有 » WAS Of 的 解 。 这 时 方法 的 阶 
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pk, (HEY PS 2 时 ,这 个 方法 不 可 能 是 4 稳定 的 ， 因 而 用 它 
来 求解 刚性 方程 将 是 不 合适 的 ， 
现在 我 们 考虑 另外 一 种 应 用 方法 (13.152) 的 方式 , 使 能 同样 

得 到 p= k 阶 方法 (13.152) 的 效果 。 将 (13.152) 中 的 常数 好 
下 成 六 Oo | 

bf = bj, 1 一 1 .六 一 工 

br = bi + i-p T= Pate ts R—-1, (13.158) 
HH ays, wa, 4 二 让 一 了 是 任意 常数 .容易 看 出 ,这 时 (13.156) 
可 改写 成 | / 


O ~ (AD)? > (AD )\, (13.159) 
其 中 


mi = — D, Ypsi pariti, E= Teed, (13.160) 


i=} 


因此 ， 对 于 ae ua 的 任何 值 , 8 的 阶 SP. 每 一 个 这 样 的 参 
数组 组 成 一 个 d 维 向 量 u = (utt, aa)’. 考虑 ;十 1 个 这 样 
的 向 量 up = (wos ts Uap), p= l, emt l 并 且 对 每 个 
Pp, EXAT Q, 为 | 


p~ 
9, =A—hD| cA +1 + 3) Qi oV 


j=l 


(R= : 
+ Det-enw)vi |, (13.161) 
j=p 
BERT 
| m+ | | 
9' = $ v,0,. (13.162) 
e=] 


对 于 给 定 的 向 量 us o= 1,-…, mtl, RADA 
选取 权 v, 使 得 O BAB ptm. (13.159), (13.160), 
(13.162), 我 们 得 到 

0' ~ (hD)? > «;,(hD), (13.163) 
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其 中 


m+} 


my > Vp Hipa a (13.164) 


mp 是 (13.160) 中 的 u; BUA wj,。 得 到 的 值 。 由 此 可 以 看 到 ,为 
了 oO ah p 十 m， 必 须要 有 

x 0, i= 1,..., m, (13.165) 
可 以 证 月, (13.165) 与 


m+ 


S) vip = 0, i=], +m (13.166) 
px} 


是 等 价 的 ， 对 >。 再 加 上 正则 化 条 件 


dj», =l, (13.167) 


这 样 ,如 果 >。 WE (13.166) X (13.167), WAT O 和 相应 的 方 
法 (13.152) 将 具有 阶 P+ m, 

容易 看 出 (13.166), (13.167) 对 Va, P= l, e, m+ il BY 
DE — BY ESE OPE me NER wp 一 tng 可 展 成 m 维 线性 空间 . 对 
Fm = 2 的 特殊 情形 ， 唯 一 可 解 性 条 件 是 以 二 维 向 量 4, Ha t 
作为 顶点 组 成 一 个 非 退 化 三 角形 . 

方法 (13.152) 当 < 关 0 时 是 隐 式 的 , 每 积分 一 步 需 要 求解 一 
个 方法 所 产生 的 非 线 性 方程 组 ， 对 于 刚性 方程 ， 在 求解 这 个 非 线 
性 方程 组 时 ， 往 往 需 要 采用 Newton-Raphson 迭代 方法 。 这 就 需 
要 计算 右 函数 f(y) 的 Jacobi 矩阵 及 其 有 关 的 逆 矩 阵 ， 在 具体 
设计 数值 软件 时 , 还 可 以 将 这 个 Jacobi 矩阵 直接 加 到 数值 积分 公 
式 中 去 ,构造 出 更 适合 于 求解 的 公式 ， 

将 (13.152) 中 出 现 的 差分 线性 化 ， 并 且 将 相应 的 Jacobi W 
阵 用 Jacobi 矩阵 6f/6y TE (ta. Ys) 处 的 近似 值 /。 代 替 , 得 到 
下 面 的 公式 : 


k-1 
Ynya = Yn t chi, | 全 yn 一 È vi。| 
j=l 
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th] it D evh], (13.168) 


=i 


这 种 公式 称 作 是 线性 隐 式 的 ， 若 方法 (13.152) HUY p< kit, A 
式 (13.152) 中 以 < 为 因子 的 项 将 不 影响 公式 的 精度 阶 . 同样 公式 
(13.168) PHE c 的 项 也 不 影响 公式 的 精度 阶 ， 所 以 进行 精度 分 析 
时 ,公式 (13.152) 和 公式 (13.168) 是 等 同 的 ， 容 易 看 出 进行 4 稳 
定 分 析 时 ， 这 两 个 公式 也 是 等 同 的 。 公式 (13.168) 对 y+ 是 线 
性 的 ,只 要 箱 阵 [1 一 cJn] 的 逆 存 在 ,立即 可 以 求 得 


k-] 


—j , 
Yny = [ — ch, | ly, -= ch] >) Viy, 


f=] 


+h[ ta + > ori Ale (13.169) 


公式 (13.168) 也 可 以 象 公式 (13.152) 一 样 进 行 平均 . 

上 述 算 法 在 并 行 处 理 计算 机 上 实现 是 很 方便 的 ， 按 前 面 令 述 
的 方式 选取 参数 向 量 up 和 权 系 数 r,0=1,---,m+1, 对 于 
每 个 p， 由 (13.169) 求 得 Jass FBR 


m+ 1 


Yny 一 之 ， VoVn+zi, p (13.170) 


求 出 平均 解 Yngi 计算 的 示意 框图 由 图 13.1 表示 。 
下 面 举 几 个 具体 的 算法 的 例子 ， 
例 13.3 BR Adams 型 算法 
ae lai, 
| nr = Yat A| cfaa + U fr +(4 + ) ve]. 
a (13.171) 


_ 它 的 精度 阶 p 一 2, 一 2， 将 其 写成 


Ynti 一 Va 十 h |- (+ 一 上 + r) fni 


十 (+ — 2ce + r| Ín + efor 


对 应 的 生成 多 项 式 为 
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计算 起 始 直 yo, revere, Yer 


Jk -2L , 
AY ‘Y= yi- 


对 P= 2 求解 方程 
(13. 169) yaa 92 


porz 
(13.169) ESARTE 


图 13.1 平均 算法 示意 框图 


pet) 一 上 一 二， (13.172) 
=-74(32—2-47\r—(1—ce4, 

SC) 4 + (3 2c 十 jE (2 十 ), (13.173) 

下 面 应 用 第 二 章 的 定理 2.3 来 确定 保证 公式 (13.171) HAR 

定 的 参数 + Me 的 区 域 ， 作 变换 | 

etl 

z— 1” 


(13.174) 


并 令 


s) = (2 LY oŒ), 
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olg) = = [2 + (1 + Qar)z + (—2 + 4e — 2r)], 


CO -= (13.175) 
HER C) 的 零点 均 在 单位 圆 内 部 等 价 于 要 求 多 项 式 S) 的 
零点 均 在 左 半 平面 内 。 由 Routh 准则 ,这 又 等 价 于 、 


I+ 2r > 0, (13.176) 
1 一 2c 二 一 0. (13.177) 
由 于 | 
oo = 0, p= —(-e+r), 
2 
3 , 
a, =—l, p= (2-2 +r), 
2 . 
w =l, =c, 
可 求 得 


Yo = — > 十 3c 一 了 
Y, = 2— 4c + 2r, 
| fi 
rie —(L—e+r), 
于 是 对 应 于 公式 (13.171) 的 多 项 式 PE) 为 
P(E) = (E — 1)[(— 1 + 2ce — 2r)ë + (12c)], (13.178) 
因此 要 求 条 件 {2.15) 成 立 等 价 于 要 求 
(—1 + 2c — 2r)E+ (1—2) <0, ~i <E<1 (13.179) 
mi. © 上 一 1 和 上 一 一 1， 即 推 得 条 和 件 
一 1 十 2c 亿 全 0， (13.180) 
wake (13.180) 的 点 Cr, c) GERRI Al CW 13.2), 
容易 验证 ， 除 边界 的 点 外 ， 棉 形 41 中 的 点 还 满足 条 件 
(13.170), (13.177), 因此 ,如 果 0<r < 2c 一 1, WHE (13.171) 
是 4 稳定 有 的。 : 
例 13.4 Z Adams 型 算法 


Ynti —~ Yn + a| cAfn + fn + 6 c) Vie 
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+ (三 一 “+ 小 wp， (13.181) 


这 个 方法 的 精度 阶 p 一 2,《 一 3. 将 其 写成 通常 的 形式 为 


Jin 一 Yn +t h Gar + (z — 3c + r) fn 


= (g 364 2) te i + (Bret r)i- i 


(13.182) 
其 对 应 的 生成 多 项 式 为 


图 13.2 算法 (13.171) 的 4 稳定 图 13.3 算法 (13,181) 的 4 稳定 的 
的 参数 区 域 | 参数 区 域 


pk) = O—?, | Eas 
olg) = c + + (Zet r)e —(2-3e+2)¢ 


+ (2 — e+ r). (13.183) 


作 变 换 (13.174), 并 令 
S(z) = (4) a(f) 


= 30+60+(2+127)s+(—11+24c—127)]. 


(13.184) 
应 用 Routh 准则 ,有 要求 SG) 的 根 均 在 左 半 平 面 等 价 于 + 满足 不 
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等 式 


~242ecr< =H + 2e, (13.185) 


12 
对 应 于 方法 (13.181) 的 函数 BCE) 为 《由 (2.16) 定义 ) 

PCE) = (& — 1)? (2—4 -+ tr] 上 一 (=. 一 27)|， 
(13.186) 
内 此 要 求 对 一 1 上 1 有 PLE) 之 0 等 价 于 要 求 有 : 

5 1 

6 se + 4) E— (2 — 21) > 0， -I ssl. 


W E =1, 一 一 1 立即 推 得 不 等 式 
2 一 有 > 并 (13.187) 
12 3 , 7 


满足 (13.187) 的 点 Cr, c) 组 成 图 13.3 中 的 模 形 42. 与 13.185) 
相 比 较 ， 可 知 对 于 除去 上 界 + = 2c 一 于 后 的 模 形 42 中 的 点 


(r, c), 方法 (13.181) 是 4 稳定 的 . 
在 42 中 选取 适当 的 >。 及 权 系 数 vo 利用 本 节 所 述 的 平 
均 过 程 可 得 到 p 一 3 的 计算 结果 . 
例 13.5 75 TR Adams 型 算法 
Yar eth | caf + fa + (Że) vh 


p | 2 3 3 
将 其 写成 通常 的 形式 后 ， 其 对 应 的 生成 多 项 式 为 
eff) = ot — č, (13.189 


o(f) 一 “ct 十 (ete tr ts je- (52 — 6 + ar + 35) 24 


+ & 一 4c 十 + 十 3s Jo — (= — e+ s). (13.190) 


这 个 方法 的 精度 阶 为 p= 2, 4 一 4。 应 用 第 二 章 的 定理 2.3， 作 
变换 (13.174), 并 令 


a 
= J 
ok 


SC) = (452) ot) 


= = [324 + 92° + (8 + 12r)27 + 24sz 
+ (—20 + 48c — 12r — 24s)], (13.191) 


应 用 Routh 准则 ,要 求 Se) 的 根 均 在 左 半 平面 内 等 价 于 成 立 不 
等 式 


co = 2+ 3r — 2s > 0, (13.192) 
dg = (15 — 36c + 9r + 34s + 24rs — 165*)/(2 

+ 3r—2s) > 0， (13.193) 
e = —5 + 12c — 3r — 6s > 0. | (13.194) 


对 于 任意 的 < 3 0 A c 80, do = 0 表示 一 非 退化 的 双 曲 线 , 其 
中 心 在 (一 3,2) 外 HOERA Asl: s = — 二 和 As2: 5 一 


Sree, As2 与 ci = 0 是 平行 的 。 这 双 曲 线 与 一 0 和 
11 3 3 . 
eo 一 0 交 在 点 户 一 (一 区 十 6c， 一生 十 之 c)。 和 om 一 0 的 


另 一 个 交点 为 如 一 (一 六 十 4c,0 ). 当 。 一 十 时 , 这 两 个 交 
点 将 重合 。 如 果 c>0, WHE 由 一 0 的 另 一 支 (位 于 一 
一 二 中) 可 以 不 考虑 ,因为 它 所 构成 的 区 域 与 o> 0 不 相交 .下 
面 还 将 证 明 ， 如果“ < 二 则 条 件 (2.15) 将 不 满足 . 因此 我 们 仅 
限于 讨论 < > 二 的 情形 。 

对 应 于 方法 (13.188) 的 多 项 式 PCE) 为 


P) = E— 170), | (13.195) 
其 中 


(OE) = (—9 + 24c — 245)8 + (5 — 12c + 12r) 
+ (4 — 12c + 6r + 12s) | (13.196) 
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因此 ,为 要 求 当 一 1 委 上 和 1 时 RG) 之 0 等 价 于 要 求 当 一 1 二 
点 委 时 有 
O(g) 之 0. (13.196") 
对 于 固定 的 < > 0 MBER & -lI<é<1, O(F)=0 为 参 
ir 和 :平面 上 的 一 条 直线 。 当 85 在 一 1 委 Sl 中 变化 时 ,这 些 
BAW 4 AH CUA 13.4)。 即 
6r? + 24rs + 489 + (14 — 36c)r + (34 — 96c)s 


十 F (13 — 366e} = 0, (13.197) 


£. _ : 
pT ES as Pr 


13.4 “一 4 时 算法 (13,.188) 的 4 稳定 的 参数 区 域 


它 位 于 p = (-E + 2 e, 一 13 二 2 e 儿 它 是 对 应 于 E = 十 1 


5 40 10 
的 直线 0(1) = 二 0 与 椭圆 (13.197) 的 切 点 ， 这 直线 记 成 4) 和 
=~(_17,,, _1,1 
Ps ( 127 °° 二 二 < 


( 它 是 对 应 于 一 一 工 的 直线 8( 一 1) 一 0 Siti (13.197) 的 切 
所, 这 直线 记 成 2) 之 闻 的 部 分 。 2 与 ee 一 0 重合 。 通 过 计算 
s= sE) CORN s Bix) 并 且 证 明 它 在 PCE = 1) 和 

17 


p= (— + 3c, +) 
12 8 


(对 应 于 上 一 一 > 的 直线 o (— +) = 0 与 椭圆 (13.197) 的 切 
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点 ) 之 间 是 减 的 ,而 在 
Pp, (8 = — >) 和 P(E = —1) 
之 间 是 增 的 。 所 以 导数 ds/ds E-I SE <1 中 存在 零点 。 
由 (13.196)， 和 9(0) > 0 RẸ 
—-1+t,4-—4 1 
s> 2 + 3 ’ (13.198) 
而 由 O(—1)>0 解 得 
— 2 C 一 工 ， a . 
s<( 2 + 2e) Lr, (13.199) 


为 保证 (13.198) M1 (13.199) 是 相 容 的 ,必须 有 


1 5 
5 一 一 委 一 一 十 2c 
3 ~ 6 


因此 仅 当 
‘> 二 


WY, (13.198), (13.199) 才 是 相 容 的 . 
由 上 面 的 分 析 可 知 在 以 P, 和 Ph 间 的 本 圆 的 下 面部 分 ,直线 
n 和 直线 n 所 界定 的 闭 集 5 E, OCF) [>0, Aimee (2.15) 
将 满足 ， 
现在 我 们 证 明 在 将 S 在 直线 a 上 的 闭 边界 部 分 [所 p;] 去 
掉 后 的 开 闭 集合 S 上 ,算法 (13.188) 是 4 稳定 的 。 这 只 要 证 明 在 


S 上 不 等 式 (13.192) 一 (13.194) 均 满足 , 首先 不 等 式 2 一 DJ>0 © 


与 (13.194) 定义 同样 的 开 半 平面 (切线 的 下 半 部 分 ), 包含 所 
ARJ S. 
其 次 , S 的 所 有 点 在 以 a 为 界 的 半 平 面 s< = r 中 ,因此 满 


足 较 弱 的 不 等 式 (13.192)。 第 三 ， 为 了 看 出 8 的 所 有 点 在 由 不 等 
Ad > 0 所 确定 的 区 域 中 ， 只 要 证 明 (如 果 志 在 四 > 0 h) 
S 的 边界 与 双 曲 线 不 相交 ， 由 于 
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是 4 和 的 交点 ， 容 易 证 明 区 间 [hs Pp;] 严格 地 位 于 与 双 
曲线 的 二 个 交点 P 和 加 ZI. 因此 (es, Ps] 全 部 在 d > 0 
所 定 的 区 域 中 。 类 似 地 ,名 和 ps BHE 4 与 双 曲 线 的 单个 交点 
的 《ae > 0) 一 边 ， 因 而 整个 区 间 [Ps, ps] 也 在 do > 0 所 确定 
的 区 域 中 . | | 

取 后 ,为 了 说 明 S 的 边界 的 椭圆 部 分 与 双 曲 线 不 交 , 我 们 证 明 
这 对 整个 椭圆 均 是 成 立 的 。 由 (13.197) 和 dg = 0 WE r, HE 
s= 3c/4， 则 椭圆 和 双 曲 线 的 交点 一 定 对 应 于 ce 的 方程 

(728 — 240 + 2) + (—1200 — 280? 十 14c 一 1)c 


十 ( 500" + 400° + 30? 一 20 + +) =0 (13.200) 


的 实 根 ， 但 是 〈13.200) 对 c WARST- 210°, ilk, BoE 
r 一 0， 对 任何 实 oc， 任何 。 的 实 值 均 不 满足 (13.200)， 这 等 价 
于 对 任何 实 值 <， 方 程 (13.200) Ho ERR, 除非 o 一 0。 但 


c 一 0， 对 应 于 “一 二 我 们 不 考虑 这 个 ¢ 的 值 。 公式 (13.188) 


含有 三 个 参数 c, r, *， 可 以 选取 三 组 参数 ,使 平均 解 达到 的 精度 
阶 为 4。 选取 参数 通常 要 考虑 到 这 样 两 点 ， (i) 保证 对 > 的 唯 
一 可 解 性 ; Gi) 得 到 的 算法 都 是 4 稳定 的 ， 除 这 两 点 外 ,还 可 以 
ERE 4 = oo 远 处 具有 最 大 可 能 的 衰减 ,或 在 某 种 意义 下 使 局 部 
截断 误差 达到 极 小 。 对 于 算法 (13.188) 可 以 取 
cm 4, 

(ris 51) = (7, 2), 

Cray s32) = (5, 2), 

(3,5) = (7, 1), 


S6 H J A 


Re Mes ea Ze EHARA Runge-Kutta 方法 时 ,是 为 了 由 taa 计 
算 ， 处 的 方程 的 数值 解 , 它 同 时 计算 了 在 to Ble, 之 闻 的 一 些 
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中 间 点 上 的 值 。 当然 在 这 些 点 上 的 值 精度 比 在 t 处 的 精度 差 得 
多 ,但 提高 了 4 稳定 公式 的 阶 ， 将 这 种 思想 推广 ,构造 相应 的 计算 
方法 ,使 得 这 些 中 间 点 为 我 们 所 需要 的 节点 ,而 在 这 些 点 上 解 的 近 
似 值 也 具有 所 需要 的 精度 。 这 种 方法 与 传统 的 方法 不 同 ， 每 计算 
~- 次 得 到 的 不 是 一 个 新 的 节点 上 的 值 ,而 是 一 组 节点 上 的 值 . 块 方 
法 就 是 具有 这 种 性 质 的 方法 .当然 ,这 种 方法 的 构造 思想 与 Runge- 
Kuta 方法 是 不 同 的 。 下 面 我 们 着 重 介 绍 块 隐 式 单 步 方 法 。 

对 于 步 长 hE (0, hl, $ i 三 十 好， 则 按 下 述 方式 构造 
初 值 问题 
y = FU, y), y(t) = Yo - (13.201) 
的 解 ya 在 节点 序列 {4} 上 的 近似 {x} 的 方法 称 r 块 单 步 
方法 . 在 得 到 值 yn n= mr 后 ， 往 后 计算 一 步 可 同时 得 到 ?个 
值 Yntis Ynt+239 °° s Yntre ATT RATS EHAR 

>> QiVati = Cin 十 hd itn + h >; biifnris 1 = Letter 

加 加 (13.202) 
来 构造 Yaris’ ,y+ ARRP HE, IE dijs eis dis bi 区 是 
PERL, basi 二 firs Yngi). 

Wy FATA Bt A oS» i o 
A= (a;i), B = (bii), e = (ex, mets er) ， d = (distet, d)" 


Yn = (Yaris "3 Ynyr)» F(Y n) = (fagis *, farr)", 
则 方法 (13.202) TRR 


AY m =hABF(Ym) + eyn + hdf,. (13.203) 
我 们 假定 4 一 I， 而 只 讨论 形状 为 
Yn = hBF(Y,) + eys + hf, (13.204) 


的 方法 ,因为 必要 时 还 可 以 在 (13.202) 的 两 边 乘 上 4™， 即 可 化 
成 (13.204) 的 形状 . 
例 13.6 (Clippinger-Dimsdale 方法 ) 


1 1 A.: A 
Yn+i 2 Ynya = — Yn F — In 一 4 fns 


2 4 
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h A h 
Yn+2 = Y, 十 Pal 十 y Plasi 十 3 i nt2s | 
将 其 写成 《13.204) 的 形式 ;有 
_/ 2/3 —1/12 _/1 _f 5/12 
° or 1/3 js | GP’ on ) 

(13.204) 是 Yn 的 非 线性 方程 组 。 对 大 加 以 适当 的 限制 ,应 用 
压缩 映 象 原理 ,可 以 证 明 它 有 唯一 解 。 但 是 ， 若 方法 是 4 稳定 的 ， 
希望 用 大 步 长 4 进行 计算 ， 

由 等 式 

Yn =ABF(Y n) 十 cey(tn) + AdfCa,VUn)) + tm (13.205) 
定义 局 部 截断 误差 向 量 

Tm = (Traits? tts Tate)’ 
其 中 
Yn = (Cass? Ylin) ) s 7 | 
FCY,, ) == (fas, ylin+1)), -有 Yor)’. 
我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 13.1 REA RNR HR f 是 连续 的 ， 并 且 对 7 # 
足 常数 为 工 的 Lipschitz 条 件 。 假 定 初 值 问题 (13.201) 的 解 yC) 
具有 所 需要 的 任意 阶 连 续 导 数 。 另 外 , 设 对 于 由 (13.204) 定义 的 
r 块 隐 式 单 步 方 法 存在 整数 上 和 0 < 9 SP, HMR RE 
Æ lEn) = O) 和 [tage] = OG"), FRA (13.204) 
EAA. 整体 误差 的 阶 为 如 ，v 一 min{p, qg 十 11， 即 对 每 一 
个 m=0,1,->> RA WY, — Yall = OC’). . 这 时 方法 称 为 v 
险 的 、 这 里 用 的 向 量 模 是 最 大 模 . 

证 明 ” 按 定理 的 假定 ， 存 在 数 fs n 使 对 所 有 n=mr 和 
适当 小 和 的 有 | | 
Emil S AIT, (tage) S rah? ™, (13.206) 
方法 (13.204) 可 以 看 成 是 以 步 长 rh 计算 yas yorrs WER 
步 方 法 。 击 《13.204 ) 


ntr = Vn + rh [= d,f(1,， Ya) 十 一 > bifh, Yasi) | 
. j=1 . 
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= y, + rhOlinsvairh). (13.207) 


这 种 过 程 与 Butcher 处 理 隐 式 Runge-Kutta 是 类 似 的 ,其 差别 是 


在 隐 式 Runge-Kutta 中 ， 中 间 结 果 yi，yof， tts Yasri 是 不 
用 的 . 而 现在 用 它们 为 对 应 节点 上 解 的 近似 值 。 方法 的 收敛 性 下 
接 由 Henrici [62] 的 定理 2.2 得 出 , 唯一 需要 验证 的 是 增 量 函数 
多 (.，。; 。) 对 第 二 个 变量 的 Lipschitz 连续 性 为 此 ， 首先 验证 
Ym AT yo WW Lipschitz 连续 性 。 如 果 对 ys 有 

YA = ABFC(YA) + ey* + hadfli,, y*), 


则 应 用 (13.204) 有 | 
Ym Yall S ALIBI n — Yall + (T+ ALI) | ya — yal 
因此 ,对 于 适当 小 的 4 MRR E 
VY m — Yall S L |Y yal. 
同样 的 讨论 可 以 证 明 


WY m 一 Y ni SL |y yn) + rh", (13.208) 
现在 有 
Pe, Vas rh) < PCr, Yas rh)| . 


< 二 [la 有 jy — y*\ + (BUY. — YS 


< ly — tl [E (lal + eis) |. 


于 是 由 Henrici 定理 存在 +,、 使 对 任何 5 和 所 有 tn (Sht 
mrh) Sb A |Ya — yia) Sr’, 再 由 (13.208)、 对 于 所 有 节 
点 得 到 所 需要 的 误差 界 | 
VV is — Yl SACL ry + rs). 
WA 13.6 中 的 方法 ,其 局 部 截断 误差 向 量 Fw 为 
En = & yas) — 5 YVE ni2) | 


Ak a yG 是 五 次 连续 可 微 的 , 则 方法 将 以 OC) ROBT ar, 
下 面 来 研究 方法 (13.204) 的 4 稳定 性 。 (13.204) 应 用 到 
数 试验 方程 ,并 令 4 一 16， 则 我 们 得到 / 
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(1 — qB)Y „= (e +44) yn5 (13.209) 
为 了 算法 (13.204) 可 以 以 任意 的 4 > 0 应 用 到 所 有 Re1 一 0 的 
数 试验 方程 ， 假 定 对 所 有 Re4 < 0 的 q, SM (1 一 4B) 是 可 
WA. TEM INS IK 


P(q) = det(I — gB) = >> aig’, (13.210) 
i=0 | 
P,(q) = det( B,(q)) = > K's R -= l, 25° taf} 
i=0 
(13.211) 


其 中 Bq) Æ 了 一 483 的 第 《 列 换 成 向 量 。 + qd 后 得 到 
AAEM. 由 行列 式 的 定义 ，P(g)，Pi(q) 均 是 次 数 不 超 过 7 的 多 
项 式 ,将 它们 正则 化 使 有 P(0) = P.(0) 一 1, 由 上 面 对 和 矩阵 1 一 gB 
ROAR AT HE BE TEM Pa) 的 所 有 根 或 8B 的 所 有 特征 值 必 须 有 非 负 
的 实 部 . 
利用 上 面 的 定义 ,并 对 (13.209) 应 用 Cramer 法 则 ,得 到 


Your = P,(q) 
Pq)” 
Te 


(13.212) 
因此 , 当 m 一 ohf, Ya 一 0 的 充分 必要 条 件 为 
o [POUPO <1. 
这 就 得 到 下 面 的 定理 . 
定理 13.2 7 块 单 步 方法 〈13.204) 为 4 稳定 的 充分 必要 条 
件 为 对 所 有 Reg 二 0 WIK iP,(q)/P(q)| <1. 
15S EB 13.6 DAA, ae B 的 特征 值 为 


p = Gti 3 )/6. 


将 这 个 方法 应 用 到 数 试验 方程 ,得 到 
Yn = Sq)yn, 
q 


Yayi ~ 
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3+ 39+ 9 


3 — 3g + g 0 = Rg) 


Ynt = 


于 是 _ 
Yim = R(q)¥os Yima 一 S(q)R(q)"%. 
应 用 Birkhoff 和 Varga 的 引 理 . 

引 理 13.3 ”假定 Ple) 和 Oe) 均 是 z 的 实 多 项 式 ，0 (四 一 
P(—:), 并且 Plz) 的 零点 具有 正 的 实 部 ， 则 对 所 有 Rez <0, 
有 

|O(2)/P(z)| <1, 
立即 可 以 推 得 Clippenger-Dimsdale 方法 是 4 稳定 的 。 这 个 方法 
的 阶 为 4, 而 按 Dahlqnist 的 结果 , 梯形 公 AERES BA > 式 中 最 
HAR ARENE. 

通常 可 以 有 两 种 处 理 方 法 来 应 用 定理 13.2, 一 种 是 对 已 有 的 
方法 所 对 应 的 有 理 画 数 , 研 究 它 的 4 稳定 性 ;另外 一 种 是 从 对 所 有 
Reg 二 0 的 9 有 |Pr(q)/P*(q)| <1 的 多 项 式 la), P*a) 
出 发 ,构造 具有 P(g) = P* (4), P(g) = P) 的 块 隐 式 单 步 方 
法 , 即 4 稳定 方法 ， 

下 面 我 们 讨论 根据 ” Newton-Cotes 型 求 积 公式 导出 的 一 类 块 
BAREJA. ATOE 

y = 7,9), Yn) = Yn (13.213) 
等 价 于 积分 方程 


yt) = Ya + | f(r, y(r))dr, (13.214) 


我 们 用 与 f(t, y(z)) 在 布点 fns Entity’ °° fntr 上 重合 的 r 次 
Lagrange 插值 多 项 式 的 积分 来 近似 (13.214) 中 的 积分 项 。 从 而 
得 到 

Ynti) = Yn + +p mr f(t, y(e))de 


的 近似 值 . 这 样 ， 我 们 得 到 形式 为 G3. 204) 的 公 却 ， 其 中 dj = Lis 
bj, = Ling : 
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一 人 li(s)ds, 1 = 1l, L F, R=0,1,..*., 7, 


no = DD k= Dor) 


| kk — 1) -0—1 k r) 
这 些 公 式 的 局 部 离散 误差 有 公式 


Arta (42) 
SGED? ED | ss — De ras 


1 一 1,.，.， r, (13.215) 
对 于 偶数 +。 可 得 到 更 强 的 结果 


a K? " Be — i)e 
T, GED y (E) | as 1)- -Cs — r)ds, 


(13.216) 
其 中 ty € Ej < inr. 这 些 公 式 可 以 按 + r+1 个 点 的 Newton-Cotes 
求 积 公 武 的 误差 伍 计 方 容 来 推导 。 

Newton-Cotes 块 方法 的 系数 还 可 以 有 另外 一 种 推导 方式 ， 即 
寻找 公式 (13204) 中 的 系数 使 公式 对 所 有 1 和 ?和 了 十 1 的 函数 
y(z) =r 均 是 精确 的 〈 我 们 已 要 求 对 一 0 ERLE) 于 是 
bi 和 di ŅINA D EHA 


di + >) big =i, j=l, r, (13.217) 
k=1 
ee eee 
>) bink ~~ 六，1 一 | sls 
k=0 P 
P=2,°*'ar +1, (13.218) 


A> Si = (dj, basses, bi), Cr= (i, Pl2,00*, F/C + 1))7 
和 了 是 Vandermonde 468%, MI (13.217), (13.218) 可 写成 矩阵 
的 形式 
| V'S; = Ci, j=1,.,r, (13.219) 
我 们 看 到 , 如 果 要 求 公 式 (13.204) 具有 最 高 的 代数 精确 度 ， 则 系 
HHH (13.219) 唯一 确定 . 

由 (13.215), Newton-Cotes r 块 方法 的 局 部 精度 是 将 其 应 用 
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到 数 试验 方程 ,得 到 解 将 满足 


yan+A 一 P, (q) yn = yner? + O(\q|'™), Rk =a | ete, fy 
P(q) 


(13.220) 

其 中 PU) P(g) 由 (13.210) 和 (13.211) 确定 ， 由 这 些 关系 式 
容易 得 到 下 面 的 引 理 . | 

引 理 13.4 ”对 于 所 有 的 +， 一 1,…,r 和 所 有 使 K4)s0 


有 的 g, A 
P,(q) = Plg)et? + Ollga) (13.221) 
引 理 13.5 多 项 式 P,(q) 的 系数 Q pi HAR 
一; t = 0,1, 
a,; = -— n fj, 13.22 
* > 一 1.2,...,y 2) 
给 出 . 
引 理 13.6 多项式 PU) 的 系数 满足 方程 
S ae ae 
2 r—@+t it (r 十 1)! 3 k = 3 | (13.223) 
引 理 13.7 多 项 式 P(g) 的 系数 由 | 
4; = py eee a= 0,1,...,r+r (13.224) 
给 出 ,其 中 Hi 由 
U= 2u r) = Tp (13.225) 
TGA TE 
事实 上 , 令 
bi = — (r+ 1)! Gr—itts 
i! 


2 满足 pekk) = R’ 的 唯一 的 内 插 多 项 式 


p(x) = >> bix 
i=j 
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的 系数 。 事实 上 , 这 样 的 多 项 式 为 pl) = 二 x 一 (x 一 1)(x 一 2)… 
(x ~_ r), 则 得 到 5 理 .。 
引 理 13.8 对 于 所 有 r 和 每 个 k=0, Tyee", |= |, 成 立 


2 
P,(q) == P,.(—q), 
其 中 我 们 定义 Pq) = PC). 

”由 引 理 13.3 和 13.8, 定理 13.2 推出 , WR PU) 的 零点 具有 
正 的 实 部 , 即 如 果 P( 一 9) 的 零点 的 实 部 均 是 人 负 的 , 则 由 Newton- 
Cotes 型 公式 确定 的 + 决 隐 式 单 步 公 式 是 4 稳定 的 由 于 (13.224) 
给 出 P( 一 g) 的 系数 〈 一 1) 2 的 显 式 表示 ， 应 用 Routh 算法 数 
值 地 建立 了 下 面 的 结果 . 

引 理 13.9 对 于 + 一 1,.…,8，P(qg) 的 零 成 均 具 有 正 的 实 
部 ,对 于 + 一 9, 10， 存 在 PU) DURARA ARR. 

总 结 上 面 的 推导 ,得 到 下 面 的 结果 : 

定理 13.3 ”由 Newton-Cotes 型 内 播 公 式 确 定 的 r Ria By 
方法 为 4 稳定 的 充分 条 件 是 多 项 式 P4) 是 稳定 多 项 式 ， 即 其 
零点 的 实 部 均 是 负 的 . 特别 对 于 ”一 1, 2,1,8 所 对 应 的 块 方 
法 是 4 稳定 的 ， 并 且 当 ? BASRA +l, Mr A 
数 时 ,收敛 阶 为 + 十 2。 对 于 + 一 9, 10 方法 不 是 4 稳定 的 . 

下 面 列 出 > = 1,… ,8 的 公式 (13.204) 中 的 系数 4 MB, 


r= i di = 
r=? -| 
r=3 -| 
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720 720 720720 720 
29 124 24 4 1 

90 90 90 90 ~ 99 

r= 4 d = B= 

27 102 72 42 _ 3 
80 80 80 80 80 
14 64 24 64 14 
45 45 45 45 45 
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1427 _ 798 482 _ 173 27 
1440 1440 1440 1440 1440 
129 14 14 6 1 
90 90 90 90 90 
219 114 114 _21 3 
E 160 160 160 160 160 
64 24 64 14 
4 45 p p ? 
375 250 250 375 95 
288 288 288 288 288 
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本 章 MW 注 

$1 的 材料 取 自 韩 天 敏 的 [5]. 

§2 是 根据 Odér HY [93] 编写 的 ， 

§ 3 LERE Lambert #9 [68] 和 Lambert, shaw[ 691. 

S4 的 材料 取 自 Paxutcxui, yCTHHOB 和 Yepuopyuxui AIS [115] 的 
Hw, 
5 是 据 Liniger, Odeh [79] 和 费 景 高 [2] 编写 的 . 

S 的 材料 取 目 Shampine, Watts [104], Watts, Shampine {111| Fil 
Rosser t98]. 
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